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lieber den Einfluss, welchen auf die Bewegung eines 

Pendels mit einem kugelförmigen Hohlräume eine in 

ihm enthaltene reibende Flüssigkeit ausübt. 

(Von Herrn G. Lübeck in Garlsmhe.) 



Xn seinen Versuchen über die Kraft, mit welcher die Erde Körper 
von verschiedener Beschaffenheit anzieht*), Hess Bessel einen als PendelkOrper 
aufgehängten Hohlcylinder von Messing schwingen, welcher die verschiedenen 
zu prüfenden Körper in sich aufgenommen hatte. Die Beobachtung gab das 
Resultat, dass die Anziehung der Erde allen dem Versuche unterworfenen festen 
Körpern dieselbe Beschleunigung ertheile; die auf Grund dieser Beobach- 
tungen angestellte Berechnung des einfachen Secundenpendels fQr Königs- 
berg ergab Werthe, welche von 440,8154 pariser Linien nur innerhalb der 
durch die Beobachtung gesteckten Fehlei^renzen abwichen. 

Als jedoch der Hohlcylinder mit Wasser gefüllt war, wurde aus seinen 
Schwingungen eine um 0,0318 grössere Länge des einfachen Secundenpendels 
hergeleitet, wobei zu bemerken, dass das Trägheitsmoment des Pendels auf 
dieselbe Weise berechnet war, als wäre ein gleichmassiger fester Körper 
statt der Flüssigkeit im Cylinder enthalten. Dass hieraus nicht zu schlies- 
sen sei, dass die Erdanziehung dem Wasser eine grössere Beschleunigung als 
den festen Körpern ertheile, geht aus den Beobachtungen hervor, welche 
Bessel mit demselben wassergefüllten Cylinder an einem um eine Toise 
längeren Pendel anstellte. Die dwaus berechnete Länge des einfachen 
Secundenpendels stimmte mit der aus den Versuchen mit den festen Körpern 
hergeleiteten überein. 

Der Grund der Abweichung bei dem kürzeren Pendel wird, wie Bessel 
bemerkt, darin zu suchen sein, dass die eingeschlossene Flüssigkeit durch 
die Bewegung des Pendels zu eigenen Schwingungen veranlasst wird, wo- 



^ Abhandlungen der Berliner Academie von 1830. 
JonniAl für Mathematik Bd. LXXYH. Heft 1. 
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durch ihr Trägheitsmoment in Bezug auf die Schneide des Pendels ver- 
schieden wird von dem eines gleichmassigen festen Körpers. 

Die Ursache der in der Flüssigkeit hervorgerufenen Eigenbewegung 
sieht Beseel in der Centrifugalkraft, welche in den oberen Schichten des 
Cylinders grösser sei als in den unteren. Auch sei die Wirkung der Centri- 
fugalkraft auf die Flüssigkeit bei einem kürzeren Pendel grösser^ als bei 
einem längeren, weshalb sich die Abweichung nur bei dem kürzeren ge- 
zeigt habe. 

Mir scheint einerseits die Centrifugalkraft der oberen Schichten 
kleiner zu sein als die der unteren, weil alle Theile des Pendels dieselbe 
Winkelgeschwindigkeit besitzen, so dass nicht einzusehen, auf welche Weise 
diese Verschiedenheit der Centrifugalkraft zu einer eigenen Bewegung der 
Flüssigkeit Anlass geben könnte. Andererseits ist jene Kraft durch das 
Product aus Linear- und Winkelgeschwindigkeit gegeben, also, wenn letztere, 
wie es in der Rechnung geschieht, als unendlich klein angenommen werden, 
eine Grösse höherer Ordnung, welche die Bewegung des Pendels nicht mei^- 
lich stören könnte. 

Eine Erklärung für die abweichende Bewegung des kürzeren Pendels 
hat sich jedenfalls auf den wesentlichen Unterschied zwischen einer Flüssig- 
keit und einem festen Körper, die leichtere Verschiebbarkeit ihrer TheUchen 
zu beziehen. Die relative Bewegung zweier benachbarter Theilchen wird 
abhängen von der Grösse der auf sie wirkenden ELräfbe und dem Wider- 
stände, welchen sie ihrer Verschiebung entgegensetzen. Zur Berechnung 
der Bewegung in einer Flüssigkeit ist also die Kenntniss der Kraft nöthi^ 
welche zwei Flüssigkeitsschichten an einander verschiebt. Darüber giebt 
die Theorie der Reibung der Flüssigkeiten Auskunft. Demnach wäre es 
angezeigt, dieselbe auf den vorliegenden Fall des als Pendelkörper schwin- 
genden wassergefüllten Cylinders anzuwenden. Durch die cylindrische Be» 
grenzung der schwingenden Wassermasse wird jedoch die Berechnung der 
Bewegungen in ihrem Innern äusserst erschwert, so daas ich es vorgezogen 
habe, gemäss einer mir von Herrn Prof. 0. E, Meyer vorgeschlagenen Auf- 
gabe, das Problem für den Fall einer die Flüssigkeit enthaltenden Hohlkugel 
zu behandeln. Die so gewählte Um^enzung der Flüssigkeit bietet Symme- 
trieverhältnisse, welche vereinfachende Annahmen gestatten. 
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Die Lösung dieses Problemes bietet die mathematischen Hilfsmittel, 
um durch Pendelbeobachtungen die Grösse der inneren Reibung verschie- 
dener Flüssigkeiten zu messen. Ausserdem werden wir durch die Rech- 
nung zu Resultaten geführt, welche die Bessehchen Versuche auch für den 
schwingenden Hohlcylinder zu bestätigen scheinen. 

§. 1. Die Bewegung in der Flüssigkeit wird bestimmt durch üeberein- 

anderlagerung Yon zwei Bewegungszust&nden. 

Mit Berücksichtigung der inneren Reibung sind für unendlich kleine 
Bewegungen der Theilchen einer incompressiblen Flüssigkeit die Differential- 
gleichungen hergeleitet:*) 



(1) 



9v /v 9p I xr 



Hierin bedeuten: A das Symbol 

d> d> d> 



u, V, w die Componenten der Geschwindigkeit des Theilchens rr, y, z nach 
den drei A^en ; ^ F, Z die Componenten der äusseren Kräfte ; p den inneren 
Druck; t die Zeit; q die Dichtigkeit; r/ den Coef&cienten der inneren Rei- 
bung; derselbe ist seinen Dimensionen nach das Quadrat einer Linie, divi- 
dirt durch eine Zeit (die Zeiteinheit).**) 

In Verbindung mit der Continuitätsgleichung 

reichen die Gleichungen (1.) zur Bestimmung von u, t;, w und p aus. 

In Bezug auf die Richtung des Coordinatensystems setzen wir fest, 



*) Die Angabe der Autoren findet man in: 0, E. Meyer ^ Bewegung eines 
Pendels in einem reibenden Medium, Borehardta Journal Bd. 73; Ueber dieKeibunff 
der Gase, P(Kigd.. Ann. CXKV. p. 188. 

**) atokee. On the effect of the internal firiotion of fluids on the motion of pen- 
dulums. Gambr. Trans. IX. Auszug in Fortschritte der Physik ftr 1850—51 p. 99. 



4 0. Lübeck, 8dmrimgmmgem emet mk FÜmi^Mi gefSOim BoUkmgd. 

dM8 die X-Axe die PendeRMÜiD des HoUkugeloentnuiifl im tie&ten Punkte, 
dem CoordinateD-AnfangBpafikt, berfihre, die 2-Aze auf dieser in der Pen- 
delebene, der l^chUmg der Schwere entgegengesetzt, senkrecht stehe; schliess- 
lich sei die F-Ane senkrecht zor Pendelebene. 

Dadorch, dass wir als einzig Torhandene iossere Kraft die Schwere annehr 

men, wird 

X=0, 7=0, Z^—g. 

Setzen wir 

(3.) p = ^y(a — s) + 9, 

wo a den Radios der inneren Grenzfllclie der Hohlkngel bedeutet, so werden 
die Gleichungen (1.) 



(4) 



8» ^ Äp 



In irgend einem Momente der unendlich kleinen Pendelschwingung 
wird der Ort in der Hohlkngel, welcher zur Zeit ihrer Ruhelage durch die 
Goordinaten x, y, z bestimmt war, andere unendlich wenig verschiedene 
Coordinaten x-\'dXs y 4~ ^^y^ s-\-dz haben« Seine Greschwindigkeitscompo- 
nenten werden nicht die des Punktes x, y, js;, sondern u-^-du, v-\-dvy 
%o-\-dw sein. Da aber diese unendlich kleinen Componenten als stetige Func- 
tionen der Coordinaten yorausgesetzt werden können, sind duj dvy dw 
Grossen zweiter Ordnung. Letztere vemachltasigend, geben wir jenem Orte 
die Constanten Coordinaten x, y, s. 

Dia Bewegung der Hohlkugel kann als eine zweifache aufgefasst 
wonlon, nimliiüi als eine in einer Kreisbahn ohne Drehung fortschreitende, 
verbunden mit einer Oscillation um den zur Pendelebene senkrechten Durch- 
messer, Sei die Geschwindigkeit der fortschreitenden Bewegung der Kugel 
//i die Winkelgeschwindigkeit ihrer Oscillation «3*, so ist S auch die GhrOsse 
der Winkelgt^Nohwiniligkeit des Pendels, und man hat 27= L*«?, wenn L 
die Kiilfenuing iles Kugelcentrums von der Schneide ist Beide Geschwin- 
dl((ki^il'«^ii Niiul von dorsolben Ordnung, wenn X, wie wir annehmen, weder 
sehr gntsH, nooh sehr klein ist 
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Die fortschreitende Bewegung des Eugelmittelpunkts dürfen wir bei 
unserer Voraussetzung unendlich kleiner Schwingungen als gradlinig in Rich- 
tung der JT-Axe annehmen, weil während der Schwingungen seine Erhebun- 
gen Ober dieselbe stets Grössen höherer Ordnung bleiben, welche die Com- 
ponenten u^ v^ %o nicht merklich beeinflussen können. 

Die gradlinig fortschreitende Bewegung wfirde, allein vorhanden, jedem 
Theilchen eine Geschwindigkeit geben, deren Richtung in der durch das- 
selbe und die X-Axe gelegten Ebene läge. Auf der Peripherie eines zur 
X-Axe senkrechten Eireises, dessen Mittelpunkt in der Axe, wflrde diese 
Geschwindigkeit überall dieselbe Grösse und gleiche Neigung gegen die 
X-Axe haben. 

Die Oscillation der Hohlkugel um die J^Axe würde, wäre sie allein 
vorhanden^ jedes Theilchen zu einer Bewegung längs der Peripherie eines 
um einen Punkt der J^Axe beschriebenen, der X^Ebene parallelen Kreises 
veranlassen, der Art, dass alle auf ihm befindlichen Theilchen zu gleicher 
Zeit gleiche Geschwindigkeit hätten. 

Aus diesen beiden Bewegungszuständen dürfen wir durch Ueberein- 
. anderlagerung die Bewegung in der Flüssigkeit zusammensetzen, welche die 
Pendelschwingung hervorruft. Gedachte Methode, welche die Gleichungen 
(4.) wegen des linearen Vorkommens von u^ t;, w und p gestatten, erleich- 
tert die Berechnung dieser Functionen, welche mit grossen Schwierigkeiten 
verknüpft wäre, wollte man sie wie in einem Gusse herstellen. 

Demnach haben wir folgende zwei Aufgaben zu behandeln : Zu bestim- 
men die Bewegung der Flüssigkeit in einer Hohlkugel, welche mit unendlich 
kleiner Geschwindigkeit 

1. ohne Drehung gradlinig hin- und herpendelt, ^ 

2. um einen festen horizontalen Durchmesser oscillirt. **) 



2 Diese Au^be hängt eng znsammen mit der bereits erwähnten Abhandlunff 
Meyer^ BarchardtB J. Bd. 73. Ans derselben ist die Differentialffleichimg (7.^ 
entlehnt. Die Functionen des Radius r und des Winkels ^ sind jedoch in anderen 
FormeoL welche in Rücksicht auf die Constantenbestimmung des vorhegenden Problems 
Yortheile bieten, gewählt worden. 

*^ Der Einfluss einer in eine Hohlkugel eingeschlossenen Flflssiffkeit auf die 
oscillirende Bewegung derselben, ist von den Herren HeSnhoUz und v. Ptotrowwi theoretisch 
und erperimentellDehandelt. (Wien. Ber. XL.^ Ich habe aber vorgezoffen, die Bewegung 
in der Flüssigkeit durch Functionen zu besbmmen, die mit denen Sex ersten Au^;abe 
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§. 2. Integratioi^ dor Differentialgleichungen fftr die Bewegung der 
Plflssigkeit in der Hohlkugel, wenn diese ohne Drehung gradlinig hin- 

und herpendelt. 

Die Entfernung eines Flflssigkeitstheilchens vom Eogelmittelpunkt sei r, 
der Winkel zwischen dieser und der positiven X-Axe S-j 9 sei deijenige 
zwischen der Projection von r auf die ZZ-Ebene und der F-Axe. 

Alsdann ist 

(5.) xtsssr cos &j y scs r sin ^ cos 9^ z=^r sm& sin q>. 

Bezeichnen wir out q die Greschwindigkeitscomponente eines Theilchens 
in Richtung der Projection von r auf die FZ-Ebene, so sind nach den 
in §• 1 gemachten Bemerkungen über die Symmetrieveiiiftltnisse in der 
Ilfissigkeitsbewegung, wenn die Hohlkugel sich ohne Drehung gradlinig 
bewegt^ u und q die einzig vorhandenen, von g> unabhängigen Componenten 
der Greschwindigkeit Die Gleichung (2.) liefert den Zusanmienhang von 
u und q, nämlich 

Fttr die Function ^ findet man nach Elimination von p aus der 
ersten und zweiten (oder dritten) Gleichung (4.) die Differentialgleidiung 
vierter Ordnung 

1 8t^i 

y' 



(7.) A(Av-^|?)-0, 



worin y^ =: ^ der sogeuannte Beibungsindex und 



A^ a« , 18« dg» 8 



8^* 



mögliohst zusammenfidlen, als die der HelmhcUzschea Abhandlung zu ^ebraudben. — 
In der Abhandlung: „Ueber die Bewegung einer Kugel, welche in emer reibenden 
Flüssigkeit um einen senkrechten Durduaesser ab feststehende Axe rotirend schwingt,*' 
Programm des stftdt Grjvm. zu Danzig 1866, giebt Herr Lampe die in §. 4. enthaltene 
Difbrentialgleichung (39.), deren Lösung mit anderen Functionen als den hier gewählten 
ausgefUirt ist 
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Nach der von Herrn 0. E. Meyer*) angewandten Methode ergiebt 
sich als allgemeines Integral dieser Gleichung 

Hierin sind r" "*" und — Lösungen der Differentialgleichung 



(9.) 



während 



(10.) . 







j,» 



cos"-^'* -+ 



8» 9t n(w+l) 
8r« r» 



(n + l)n 



31 = 0; 



(n + l)n(n-l)(n-2)(n-ä)(n-4) ._,^ ■ 
^ 2.46.(1 -2n)(3-2n)(5 — 2n) -^ ^^ » 

^,s=:C08 ^H-2(2„+8)<«>« *+2.4(2n + 3>(2n + 5)'»* * 

n(fi + l)(n + 2)(« + 8)(>»-t-4)(n + 5) t.^.^)^ , 

"»" 2.4.6(2« + 8)(2n + 5)(2« + 7) *^ "^^ 



der Gleichung 
genOgen. Endlich sind 



sin 9^ 



(12.) 



Ä... 



.»-4-1 



(1- 



i«r« 



+ 



;i«r* 



2(2fi + 8)~2.4(2n + 8)(2n + 4) 

^ , 1 

2.4.6(2n + 3)(2« + 5)(2fi + 7)'T |. 



^.«=^;ä{ 



A»r« l* r* 

_S«^~r2.4n — 



2(1 -2n)^2.4(l — 2ii)(8 — 2n) 

A<|r;^ , , 

2.4.6(l-2n)(3— 2ii)(5 — 2n) •■■ / 

die beiden Intergrale von 



(13.) 



»r' 



A, F, H^ B, O, K, sowie n und k sind durch die Bedingungen des Problems 



*) fidre^rdte JourDa), Bd. 73, a. a. O. 
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za bestimmende Constanten, die Sammenzeichen erstrecken sich Qber alle 
zulässigen Werthe von n und L 

Zur Kenntnis der für n zulässigen Werthe gelangen wir wie folgt: 

Aus (6.) folgt^. dass für ^ = 0, ;r 



8i^ 
»r 



0, 










sein müssen, wenn u und q für jene Werthe von & nicht unendlich gross 
werden sollen. Die zweite dieser Grleichungen wird wegen des in ^ stecken- 
den Factors sin S- von selbst erfOUt. Damit auch die erste Gleichung fftr 
jeden Werth von r befriedigt werde, müssen ftkr ^ x= 0, n die Grleidiangen 

(14.) A e^, + F0,„ = 0, B 0,.. + ö 0,.. = 
bestehen. Nmi ist 

« fn\ 1 I ('»+1)« I (»» + lMn-l)(n-2) , 
01..CO)— l+2(i_2«)+ 2.4(l-2n)-8-2i.) +* " 



(16.) 



(» — l)(n — 2)(« - 8)(» — 4)(n — 5)(n — g) 
2.4.6... (1— 2»i)(8 — 2n)(5-2n) 



• • • 



« • • 



Öm(0) 



1 I "(«t 1) , n(n-H)(n + 2)(«i + 8) , 

^"'"ara«^^"'" 2.4r2fi4.8V2n-i-s'> "•■•' 



• • « 



01,. («) 



2(2n+^~ 2.4(2« + 8)(2n + 6) 

(n + 2)(n + 8)(n + 4) (n + 5) (n + 6)(n + 7) 
2.4.6..(2«-|-8)(2n + 5)(2n + 7)... ' 

:(_ l).-»-x 0^.(0), 0,..(n) = (-l)-0...(O); 
also müssen die Gleichungen 

B0t.n(O)±G 0,^,(0) 
oder 

erfüllt sein. — Nach (15.) verschwindet Öi.»(0) nur dann, wenn n eine 
der Zahlen 1, 2, 3, 4 • • •, dagegen 0,,» (0) nur, wenn n = — 2, — 3, — 4 • • 
Für andere Werthe von n verschwindet weder 0i,«(O) noch 0i,»(T)), so dass 
für solche n As=B=^F=O=:0 zu setzen; d. h. für n sind als Werthe nur 
die ganzen Zahlen (von — oo bis -j- ^ ) statthaft, mit Ausschluss von 
und — 1. 

Wenn n = 1, 2, 3 •••, muss F= 0=^:0 gesetzt werden; wenn n s= 
_2, — 3, — 4..., A = jB = 0- 



0, 
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Aaf Grund vorstehender Ermittlungen setzen wir an Stelle der beiden 
letasten Gleichungen (8.) 

welche noch weiter vereinfacht werden können. Setasen wir nAmlich 
n =s — y — 1 in den zweiten Theilen von ^i und ^s, so bedeutet r eine der 
Zahlen 1, 2, 3*-% Man überzeugt sich leicht, dass 




« « • 



Daher dOrfen wir zusammenfassend statt (16.) schreiben: 

(17.) i •-'•'*•• ^ ■ 

Da ferner die Greschwindigkeit im Mittelpunkt der Kugel nicht anend- 
lich groBs sein kann, m&ssen nach (6.) f&r r s=s 

•ein. Hieraus geht hervor, dass HsssK^bzO zu setzen uid demgemlss 

(18.) { —'•••*• 

[ ««1,1,1... 

worin abkürzend 

(19.) e, statt 6,,« und B. statt üi,« 
geadirieben ist.*) 



imwmmimhsng der dnrcb die DHiwrimtialgieMiBag (11.) 
VwmtAonm Onitden KngeUbaetuMieii kal Herr O.KMej/er m sdnir Abhaadhag 



die BewMni]ig[ einer Pmdalkngel in der Loft* BaiehmHu J 
wieeea. Beacaclniet P*(eos^) die Kagelfimotmi n^ Oidaaag 

fir MithwMtft Bd. LXXVn Hift 1. 
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§. 8. Einige Eigenschaften der Fanctionen O« and ü». Orenz- 

bedingung für rs o* 

FOr späteren Gebrauch stellen wir einige Relationen zwischen den 
Functionen in ^ und r zusammen. 

n und n seien zwei verschiedene Zahlen aus der Reihe 1, 2, 3**% 
Multiplidren wir mit 0« die Differentialgleichung (ll.)» nüt 6^ die ent* 
sprechende fbr 0«, so ei^ebt sich, wenn man die durch Subtraction d^^ 
selben entstandene Gleichung auf beiden Seiten zwischen und n integrirt: 

Nach (15.) verschwinden 0« 0, für ^ «= 0, ^; -g^, -^ aber be- 
stehen aus je 2 Factoren, deren einer sin^ ist, während der zweite ftkr 
^ssO, 71 endlich bleibt Folglich ist 

Bezeichnet man mit R^ die Function, welche nach Ersetzung von l 
durch )! aus jR„ entsteht, mit (18.)' die gleichzeitig aus (13.) entstehende 
Differentialgleichung, und bildet die Differenz J2^ (13.) — R^ (13.)', so er- 
gebt sidi 

und durch Integration nach r zwischen den Grenzen rssO und rs=a: 

(21.) 0--'-^^/'R.Kdr^]^K-^R.\. 



au^ef&lirte Function 

_ 1.2 3..(n~l) rff» (00«^) . 
~ 1.8.5... (2n—l) d» "^ • 

•-n- -^^ und -T-^ -s-^ «ind also als KageUonotionenreUien dargestellt, eb Beweis 

ftr die C<mTergens der von ans gewftUten Entwicklong. 
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Ferner überzeugt man sich leicht, dass 

Differentiirt man diese Gleichung nach r, so findet man mit BerOcksichtigung 
von (18.) und (22.) 

(23.) 22. j^tl + (2n + 8X2n + 5) ^-*-»=0» 

eine Recursionsformel, durch welche man R^ durch die beiden trigonome* 
trischen Functionen 

(24.) jRo = j sin r i, Ä_ i = cos rl 

ausdrücken konnte. 

Schreiben wir in (22.) n-\'l statt n und setzen den daraus erhaltenen 
Werth von Rn^% in (28.) ein, so ^nrd 

(25.) (2n + 3)fi.«^Ä.^,-f-^\ 



Für r s= a haben wir die Grenzbedingungen 

(26.) { ^7 

WO überall der einer Grösse angehängte Index a den Werth derselben für 
rsssa, also ti« und g« die Werthe der Geschwindigkeitscomponenten eines 
der Wandung anliegenden Flüssigkeitstheilehens bedeuten. E^ der Goeffi- 
dent der Äusseren Reibung, ist seinen Dimensionen nach eine L&nge, divi- 
dirt durch die Zeiteinheit 

Die erste der Gleichungen (26.) zeigti dass 

(27.) Ü^SiLDe-^'y"^ 

sein muss. 

Setzt man die Werthe von u und q aus (6.) in (26.) ein, so ergiebt sieb 
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wofrin zur AbkflrzuDg 

(28.) -^ = . 

gesetzt ist. 

Im Falle die Flüssigkeit die Wandung benetzt^ wird £ = oo , f = 0. 

Da die eben aufgestellten zwei Gleichungen von der Function yf, 
unabhängig von der Grrösse des Winkels d-^ erftkllt werden mflssen, 
und weil 

01 = — sin* ^, 0, = — sin* & cos ^, Ö, = sin* S^y-^ — cos* 9\ etc.; 
so haben wir mit ROcksicht auf (27.) die folgenden Bedingungen: {tkrnass 1 

und fCkr n ^ 1 

kn+l){.(n-l)a-»+ a'^-E^y^^R.^. ^ (n+l)(^l) _ ^.j^j 

(80.)i +i±ii^_Jl_Ä4 = 0, 

Die letzten beiden Gleichungen können, ohne d«M AitsB^sQ gesetzt 
vird, nur nebmeinander bestehen, wenn 

(31.) (2n + 8)eaJi:(a)=«[(n+2)«-a]Ä.^,(a). C»»>1) 



Diese Bedingung fordert, dMs alle zu einem n ^ 1 gehörigen X 
Wurzeln der Gleichung (81.) sind. Setzt man den Werth eines daraus be- 
rechneten l in eine der Gleichungen (80.) ein, so hat man das Verhältnis 
von A und B f&r das System n, X gefunden. Der Werth von B ergiebt 
oioh durch den An&ngszustand der FIflssigkeitsbewegung. Zur Zeit / sss 
sei V als eine gegebene Function V von r und & bekannt, so dass 

(82.) F «= J231 0. (il r"** 4- äü;^. . 
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In Folge von (20.) ist 



und nach (22.) 

Die Gleichung (81.) Iftsst sich durch (25.) transformiren in 

(•-^).=(.--7)«".W- 

Sind k und l' zwei Wurzehi dieser Gleichung, so ergiebt sich durch ihre 
letztgeschriebene Form: 

und wenn ;t' ^ 1"*^ so zeigt (21.), dass 



Daraus folgt, dass das zu einem bestimmten n und il* gehörige B 
gefunden ist, durch die Gleichung 



w /vr-^' " - 1^) «■ ^, *- "' 



BA« /••^ ^ d* 



2fi + 



s/ ^« ®- ri55^/ -'^-^^ ^*^ ^^• 



Durch diese, sowie durch (80.) und (81.) ist der Theil der FlOssig» 
keitsbewegung, welcher von der Hohlkugel unabhängig ist, voUstSodig be- 
stimmt Wird angenommen, dass An&ngs die Flüssigkeit in Ruhe war^ 
also !P=s 0, so verschwindet jener Theil der Bew^ung in allen seinen Termen/ 

Den ftkr n = 1 aufgestellten Bedingungsgleichungen (29.) Iftsst sich, 
fidls B nicht gleich Null sein soll, nur dadurch genügen, dass man setzt: 

(81*.) 5« a Ä, (a) = (8« — ä)R^ (a). 

Diese Gleichung, welche identisch wird mit (81.), wenn man in 

leürterer nss 1 setzt, bestimmt die Werthe von ;i* in U=iLD. e~ ^ 
und fCkhrt in derselben Weise, wie (81.), zur Kenntnis von B fbr nssl^ 
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Die Gleiobung (83.) liefert diese Gonstante, wenn man in ihr nas 1 setzt; 
sie wird gleich Null, wenn das Integral linker Hand verschwindet, was 
z. B. für y^ :=s stattfindet 

Wollten wir die Gleichung (31*.) annehmen, so dass B durch (SS.) 
f&r n = 1 bestimmt wfire, so reducirten sich die Gleichungen (29.) auf eine 
zwbchen den beiden noch unbekannten Grössen A und D. Nehmen wir 
nun der Einfachheit halber an, es sei die Pendellänge L so gross, dass wir 
▼on der Oscillation der Flttssigkeit und der Hohlkugel um den zur Pendel- 
ebene senkrechten Durchmesser absehen könnten, als von einer unendlich 
kleinen GrOsse zweiter Ordnung, und denken wir uns die der Grleichung (57.) 
des §• 5. entsprechende Differentialgleichung f&r die Bewegung des Pendelet 
angestellt, so wflrde dieselbe, A und D als einzige Unbekannten enthaltend, 
mit (29.) zusammen zu deren Kenntnis (tihren. 

Die Constanten D und 1*, welche die Function U zusammensetzen, 
wfirden, da die Grössen der anfltoglichen Geschwindigkeit und Ablenkung 
des Pendels in der Pendelgleichung (57.), ebenso wie in der Function V 
nicht enthalten sind, unabhängig von diesen beatimmt sein. d. h, die Pen- 
delbewegung wflrde in allen Versuchen, bei denen die Anfangsgeschwindig- 
keit in der FlQssigkeit immer durch dieselbe Function V gegeben wäre, 
stets genau dieselbe sein, wie gross auch die anftngliche Gresc^windigkelt 
und Ablenkung des Pendels sein mögen. 

Beispiekweise mflsste, talls V^ s=s 0, das Pendel vollkommen dieselbe 
Bewegung haben, gleichviel ob es eine Anfangsgeschwindigkeit und Ablen- 
kung hatte, oder nicht 

Die Gleichung (81\) darf mithin nicht bestehen, vielmehr ist B^=^0 
zu setzen, so dass nach (29.) 



f&rnsl i4 = — yLZ); 



also 






und nach (6.) 
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Hieraus folgt 
(84.) u.= ü, j. = 0, £?(I7— uO = 0, - Eq^ = 0, 

d. h. : Die in der Hohlhigel eingeschlossene Flüssigkeit kann die Bewegung 
derselben weder verlangsamen^ noch beschleunigen^ sie verhalt sich in Bezug 
auf die gradlinige Pendelbewegung ^ wie ein gleichmassiger fester Körper. 
Falls die Flüssigkeit keine Anfangsgeschwindigkeit besass^ hat jedes TheiU 
ehen in ihr dieselbe Geschwindigkeit wie die Kugelwandung. 
Aus (4.) folgt fftr p 

Der DruckQberschuss an der Wandung der der Gleichgewichtslage 
abgewandten Hälfte der Hohlkugel ist eine Trftgheitsäusserung der einge* 
schlossenen Flüssigkeitsmasse. 

§. 4. Die Bewegang, welche die Oscillation der Hohlkagel um den sar 
Pendelebene senkrechten Durchmesser in der Flüssigkeit veranlasst 

Ausgehend von den Oleichungen (2.) und (4.) und von der Voraus- 
setaung, dass sich jedes Theilchen in einer zur Pendelebene parallelen Ebene 
bewegt, der Art, dass die Geschwindigkeit aller TheUchen auf der Peri- 
pherie eines zur F-Axe senkrechten Eo-eises, dessen Mittelpunkt in ihr, 
^eich und gegen den nach dem betreffenden Peripheriepunkt gezogenen 
Radius gleichgerichtet ist, weisen wir zunächst nach, daSs die Bewegung 
nur Iftngs der Peripherie jenes Kreises stattfinden kann. Durch die Sub- 
stitutionen 

(36.) X sss tticos;!;, z sss coein;^ 

und die daraus hervoi^ehenden: 



u 


s=s arCOS;i; 


— (onn;r 


.1, 


V i 


= 0, 






w 


= xeimx 


-f- OKJOBjf . 


'1, 


X '■ 


d<o 
~ dt' 


1« 


dt 
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geht (2.) in 

Aber, woraus 

conat 

folgt. Da die Constante nur von y und t abh&ngig ist, mflssen wir, damit auf 
der J^Axe die Componente x (ftkr cd =s= 0) nicht unendlich gross werde, 
const. SS 0, also x = setzen. 

Dadurch wird u = — aisin;^ • |, w^= (o cos x • S und nach (4.) 






pcocos;:^.^ = ,cosx (0,5^4-3 ^ + cog-fj_ jf. 



Somit ist 



8^ »p I 89 • 



und 



Auf Grund von (2.) und (4.) ist Ap >» 0, also |^ bO. Dafemv 
'^ — * — ^ ^'"'^ ^-'"^ '^ eine von den Goordinaten nnab- 



8w8x— 8y.8x " '"^^ "^8x ^^^ """ """ 

hingige Constante srai moss, und weil in einem Punkte der J^i 

80 
MMii Werth haben kann, ist ^r^ as 0. Daraus geht hervor, dass 

V.»««; 8« »y »» " 



(88.) yssr.oostf, »asr.nntf 
die n iotegrirende I^fEerentialgieichang ist: 
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Setzen wir 
(40.) |==^.-^(SCZ^. + ©2,..X<5ß,.. + !D/?,..)c-^'^'', 

so sind i2, . und Rt,, die uns aus den vorigen Paragraphen bekannten 
Functionen, welche der Gleichung (13.) genügen, während 

iZ - siu- ' e -4-(^ti)ÖL-i) 8i...-.Ä . (n-fl)(«-l)^(«-8) . ._» . 



(41.) 



. (n + l j(n-l) « (n-3)»(«-5) . , ^ , , ^ 
^ 2.4.6(1— 2»)(3-2«)(5 — 2«) ^ ' 

^,,. — sin ''■r2(2n+8)*^° *'^^2.4(2». + 3)(2n+ 5) ®"^ " 

JL *(n +2)»(n + 4)»(n + 6) 3i„-(^)<,_:. ... 
^2.4-6(2n + 3)(2n-f.5)(2n + 7)*™ ' 

particuläre Integrale sind von 

(42.) ^(||8in»<9) = (l-n)(2H-n)Z8in'<9. 

Die Constanten n und 2 sind - der Einfachheit halber mit denselben 
Buchstaben wie die entsprechenden Grössen der vorhergehenden Para- 
graphen bezeichnet worden, indes sollen sie vor der Hand mit jenen in 
keinem Zusammenhang stehen. 

FAr keinen Werth von darf | unendlich gross werden. 

Wenn för n eine der ungraden positiven Zahlen 1, S, 5, 7 . . . gesetzt 
wird, bleibt Zi,« fbr = 0, tt endlich, dagegen wird in diesem Fall Z^^^ gleich oo 
und ist daher S = zu setzen. 

Wenn für n eine der graden negativen Zahlen — 2, — 4, — 6, — S-- 
gesetzt wird, bleibt Zg,, endlich, dagegen wird für tf = 0, ti alsdann Zi^^ 
gleich 00 und ist daher 9( = zu setzen. 

Im Falle n = 1, 3, 5, 7 — würde Ä|,« und dadurch ^ in der Nfthe 
des Mittelpunkts (r = 0) unendlich gross werden, wenn nicht S) == 0, 

Wenn aber n = — 2, — 4, — 6, — 8 • • •, hat man @ = zu setzen, 
weil sonst | unendlich gross würde, indem JSi,, = oo für r = 0. Man 
hat also: 

Joomal ffir lUtliematik. Bd. LXXVO. Heft 1. 3 
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oder indem man die bereite oben an Gleichung (16.) angebrachte Verein- 
fachung auch hier vollzieht, 

(48.) |=^^SrZ.Ä.e-^V« 

wenn zur Abkürzung 

(44.) Z^ Btatt Zt^^ Rn statt Äi,, 

geschrieben wird,*) 

Als Grenzbedingung gilt ffir die Wandschicht der Flüssigkeit 

(45-) ^ (H) =^(^--^-)**)' 

wenn S die Winkelgeschwindigkeit, mit welcher die Hohlkugel oscillirt und 
das Pendel sich bewegt, bedeutet. Da nun {7=£.Z, also 

(46.) r=-siZ)e-^'y** 

und (45.) unabhängig von der GrrOsse des Winkel erftkllt sein muss, so 
folgt, dass für n = 1, da J?i = 1, 

(47.) a'D = a{Ä,(l-V') + .^}^ 
mid wenn n >> 1 

(«•) <>={*.(' -^)+'^-i 

Mittelst der Gleichung (47.) ist 3( für n = 1 durch D bestimmt, 
wahrend (48.) die zu n >» 1 gehörigen l als ihre Wurzeln liefert. 



*) Es ist f&r ganzzahlige ungrade Werthe von n 

l 



Z. = (-l) ''( ^i'^';,^':;;^l .ü^^/^Ccoa <» siB. d 



- f— 1^ 2 a.4.6...(n~ 1) 1 d P^ (cos ^) 

also ist / ^ sin^ dB als eine Kugelfanctionenreihe dargestellt. 

^ Im vorliegenden Fall ist die Grösse der Reibong nicht dem üntersebiede 
der Lineargesch windigkeiten r|, sondern dem der Winkelgeschwindigkeiten § ]Nropor- 
tional zu setzen. Ist letzterer ftr zwei benachbarte Theilchen Null, so findet zwischen 
ihnen keine relative Bewegung, also auch keine Reibung statt Cf. Lampe y a. a. O. 
p. 4. in der Anmerkn;i«<. 
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Die Constante % 9Xt n>l berechnet man aus der Winkelgesdiwin- 
digkeit, welche zu Anfang des Versuches, zur Zeit < = 0, jedes Theiichen 
hatte. Dieselbe sei gegeben durch die Function 

(49.) S^S^Z^R,. 

Die f&r Z^ aufgestellte Gleichung (49.) multipliciren wir mit Z^ und 
ziehen von ihr ab die ihr entsprechende f&r Z^^ multiplicirt mit Z^. Nach 
Integration zwischen und n erhalten wir 

[(1— n)(2+n)— (l-.tt)(2+tt)].y^J^»J^. sin'tfrf« 

4,ta.»(i^/.-|^z.)];-o, 

also 

(50.) / Z^Z^ sin'ö rf ö = 0, wenn n^n. 

Auf Grund von (21.) und (48.) folgt femer fOr n>\\ 

mithin 
(51.) /'/^^ ^- sin*^«?^ Ä. dr =«/** Ä. Ä; dr.J^Z, Z, sinM d$, 



wodurch das zu der Gonstantencoinbinalion Jl und n (> 1) gehörige $( be- 
stimmt ist. 

Die Gleichungen (47.), (48.) und (51.) zeigen, dass die Oscillation 
der Hohlkugel um den zur Pendelebene senkrechten Durchmesser die ein^ 
geschlossene Flüssigkeit zu Osdllationen in gleichem Sinne veranlasst^ so 
zwar^ dass die Winkelgeschwindigkeit derselben auf einer mit der Hohlkugel 
concentrischen Kugelflache dieselbe ist. 

§. 5. Die Differentialgleichang für die Bewegung des Pendels. 

Abgesehen von dem Widerstände, welchen die Bewegung des Pendels 
in einem umgebenden Medium findet, wirken drei Ejrftfte bewegend auf 
das Pendel: die Schwere, der Druck der Flüssigkeit auf die Hohlkugel- 
wandung und die Reibung zwischen letzterer und der Flüssigkeit. 

Unter der Annahme, dass der Schwerpunkt der Pendelmasse mi, in 

3* 
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welche die MasBC m^ der Flüssigkeit in der Hohlkagel nicht mit eingerech- 
net sem soll, in einer Entfernung l von der Schneide auf der Geraden liegt^ 
welche man durch den Mittelpunkt der Kugel senkrecht zur Schneide zieht, ist 

(52.) — mJgW 

das Moment der in die Richtung der Pendelhahn fallenden Componente des 
Gewichtes, welches die Pendelmasse bewegt. W bedeutet den momentanen 
Ablenkungswinkel, so da^s 



= J=^i2)e-^Ve 



fajT 

d'TT _ rx,o 9 -A>v«« 1X7 ^De 



(53.) ,._ ^.,.,., 



:ZiDxye-^'y^\ W=-2Pi 



Die nach den drei Axen geschätzten Componenten des auf die ganze 
Hohlkugelwandung wirkenden Druckes sind nach (3.), (35.) und (37.) 

^g a V^/ '(1 — sin ^sin ^)8in &C0B&dx9d(p-{- a* /^ y 'p^siui^cos S^dS-dq)^ 

pg€L*J/(l — sin^8iny)sin*^co8yrf^rf(p+a*/^y "pa8in*^cos<prf^rfy, 







Qga^f y (1 — 'Sin^iny)sin*^sinydi9^[rfy+^^/^/ 'Pasin^^sinyrfd^rfy*). 

Dm-ch partieUe Integration der zweiten Theile dieser Componenten 
findet man mit Berücksichtigung von 

als Werthe obiger Integrale 



(54.) <0 + 

|0 g- 99= — ^fl^- 

Die vermöge der Reibung zwischen der Flüssigkeit und der Hohl- 
kngelwandung auf letzteren wirkenden Kräfte bilden Kräftepaare mit der- 



*) 9 und g> sind die id §* 2. Gl. (5.) eingefthrten Coordinaten. 
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selben Axe, dem zur Pendelebene senkrechten Durchmesser. Ihre Summe 
ist ein Kräftepaar mit dem Hebelarm 2a, dessen Moment 

[2a Ä = 2 Ea\S—S;)fy sin^ 0dedx 

und welches die Oscillationsgeschwindigkeit S der Hohlkugel zu verlang- 
samen strebt. 

Unter der Annahme, dass die Mittellinie des Pendelfadens durch das 
Eugelcentrum geht, geben wir dem Eräftepaar eine solche Lage, dass sein 
Hebelarm 2 a den in jene Mittellinie fallenden Durchmesser deckt. Alsdann 
wirken am Pendelsystem in den Entfernungen L — a und L -^ a von der 
Schneide zwei gleiche und entgegengesetzte Kr&fte My deren erste die Rich- 
tung der Geschwindigkeit der in der Pendelbahn fortschreitenden Kugel 
hat. Sie lassen sich an dem System durch eine im Kugelcentrum angrei- 
fende, der fortschreitenden Bewegung entgegengesetzte Kraft ersetzen, 
deren Grösse 

und deren Moment in Bezug auf die Schneide 

— 2a Ä. 

Schliesslich sei das Trägheitsmoment der Pendelmasse mi in Bezug 
auf die Schneide »»h (k* -{- 0* Dan« ^^ird auf Grrund von (52.), (54.) (55.) 
und (56.) die Differentialgleichung für die Bewegung des Pendels: 






Es könnte befremden, dass in dem Factor von -g^ das Trägheits- 
moment der FlQssigkeitskugel in Bezug auf den Durchmesser, -f-^mja', 
fehlt. Das Glied ^ m, a* -^-j- ist im vorliegenden Falle, wo eine reibende 
Flüssigkeit an SteUe eines festen Körpers die Hohlkugel erfüllt, durch 
üam^ 7*(ör) ^™®*^*> *^^ wenn y* = 0, d, h. wenn die Flüssigkeit als eme 
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TK^ommene, nidit rabakde, mngeiMMiiiiiea wird, Tendiwindet jeoes Glied. 
Alftdann ezistirt aber keine Bewegung | in der Flllngketti weil dann naeh 

(39.) ^ — 0, abo ^ 8 0. Eine ToUkommeoe FUkfisigkeit bleibt bei der 

Rotation der b^renzenden Hohlkogel, die laaserBte Wandachicht abgerecb- 
net» welche durch etwaige Adhiaion (Reibung) an der Wandung zum Mit- 
Bchwingen genOthigt sein könnte, Tollatindig in Ruhe; schon die xweit- 
innere Schicht kann durch die lussere, wenn i;ssO» nicht mehr bewegt 
werden. Es muss demnach, weil in diesem Falle keine lebendige Kraft zu 
einer rotirenden Bewegung der Flfissi^eitskugel Terwendrt wird, das Trtg- 
heitsmoment f intO* in obiger Glek^ung fehlen. 

Nach Binf&hrung der in (53.) angegebenen Werthe wird aus unserer 
Pendelgleichung 



(57.) AV+fi 



b 2ry»| br r^ I 



worin 




■»./ + «H^ 



in den Tennen von $, deren » »s 1> entiiattenen A* mflasen Wur- 
leln von (57.) »ein. Sie nnd identisdi mit daa in S endialten«i Con- 
itMnten A*. 

§. 6. Bereohaoag der GoBstaateii D. Diteaasion der GleioknageB 

(Sl.) and (48.). 

Durch Multii>lio«tion von (57.) mit (47.) ergiebt uch 

MultipUoirvn wir dii^e tiUnohung mit der fikr a"* au^estellten Gleichung 
(47.). näiuUoh 

iu Aiubii vrir 
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VertaoBchen wir hierin }? mit X^ und subtrahiren die 80 geänderte Gleichung 
von der ursprOnglichen, so wird mit Benutzung von (21.) 

(60.) a9'/-B.ü',ir=5^(ij^_i) 

unter der Bedingung A* fi l^P. 

Weil femer 

J^i = 1 und r sin' OdO^ 4, 

ist 

und nach (60.) 

4- i ^'*/'R,' dr. 



Das Summenzeichen erstreckt sich über alle Wurzeln X"^ ^ X'^ von (67.). 
Nach (53.) ist die anfängliche Winkelgeschwindigkeit und Ablenkung 
des Pendels: 

(61.) So=^:sD, Wo^-:sj~-,, 



Führen wir dieselben in die letzterhaltene Gleichung ein und schreiben X 
statt X\ so wird: 

a /'«.fs ^;ä»dr+i'-^{i'-^ + s,) 

Eliminiren wir hieraus ^ durch (47.), so erhalten wir schliesslich das ftlr 
nsssl zu ;t' gehörige D aus: 
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(62.) Da' 



'lcPR\ dr 

+ l 



A^^^^^-t-^^^U 






^ Nachdem wir nun alle Gleichungen aufgestellt haben, aus denen 

s&mmtliche Constanten des Problems zu berechnen sind, wenden wir uns zur 

Discussion und physikalischen Deutung derselben, zunächst von (31.) und (48.)* 

Hätte eine von diesen beiden Gleichungen eine imaginäre Wurzel i^ 

m 

SO müsste sie, da alle CoefBcienten in ihr reell, auch die conjugirt imagi- 
näre Wurzel iL haben. Nun ist aber im §. 3 nachgewiesen, dass, wenn 

A* 5 X'^ und beide Wurzeln von (31.) sind, J B^^i Rn^i dr = 0, eine 

Gleichung, die fbr conjugirt imaginäre X und i! nicht bestehen kann. 

Zu Ende des §. 4. ist femer in entsprechender Weise gezeigt, dass 
wenn A* und X'^ zwei verschiedene Wurzeln von (48.) sind, die Gleichung 

* R^ ia^dr = gilt. Da aber auch diese fbr conjugirt imaginäre Werthe 

X und X' nicht bestehen kann, so hat auch (48.) keine imaginäre Wurzel X* 
Sämmtliehe Wurzeln X^ von (31.) und (48.) sind also positiv; jedes der 
Glieder, welche die vom Anfangszustand herrührende Bewegung in der Flüs- 
sigkeit darstellen, nimmt mit wachsender Zeit stetig gegen Null hin ab. 

Es lässt sich aber auch die Zeit % bestimmen, nach welcher die Be- 
wegimg, welche die Flüssigkeit Anfangs hatte, so weit verbraucht ist, dass 
sie als eine Grösse zweiter Ordnung nicht mehr merklich ist. 

Durch wiederholte Anwendung von (24.) finden wir die Ketten- 
bruchentwicklung 

Ä.+i(a)~^ '(2n + 8)(2n + 5) 



/ 



(2 « + 5) (2 « + 7) 



l 



(2« + 7)(2n + 9) 
1- . 



(2n-\-2n+l)(2n+2tt+S)R^^+i(f^ 
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Weil nun /< ! )_ i o.. _l-i> /o-u-o.. j-q\ rr — "*"'/% für ein unendlich 

grosses ,u verschwindet, indem immer der Quotient aus dem m**" Gliede 
des Z&hlers obiger gebrochener 'Function und dem m*" des Nenners ver* 
schwindet, wenn «r = oo , so darf man den Eettenbruch ins Unendliche 
fortsetzen und hat: 

Coö.; 75—7;:,= 1 



Äm-i^"' (2n4-3)(2n4-5) 

1 -^ "*^* 



(2n + 5)(2n + 7) 
1 _ "*^' 



( 2n + 7)C2n + 9) 

1 — 



Darnach kOnnen wir statt (31.) und (48.) schreiben 
(64-.) ' " 



an* 



2fi + 3 ~ (2n + 8)(2n + 5) 

* (2 n + 5)(2 « + 7) 

1 — 



«— IH — -tii 

(64*.) • ** ^ 



2n + l (2 n -f- 1)(2 n 4- 8) 

1 gU» 

(2n + 3)(2nT^ 
1 — 

Wir machen an dieser Stelle eine Voraussetzung, w^che uns be- 
sonders im folgenden Paragraphen von Nutzen sein wird, n&mlich dass 

~ >> 3. Um die Zulassigkeit dieser Annahme darzulegen, fahren wir einige 

bekannte Werthe des (von Herrn Helmholtz so genannten) oberflächlichen 

Gleitungscoefficieuten b auf. Nach Herrn Helmholtz ist derselbe 

für Wasser von 24,5^ C. und. Gold 0«", 23534 

„ Alkohol « 24,05" ^ 0~ ,01096 

„ Aether „ 21,6" „ 0^,01248 

„ Schwefelkohlenstoff von 21,85" C. und Gold 0"* ,04430. 

Journal ffir lUthenatik. Bd. LXXVH. Heft 1. 4 
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Ebenso hat Herr Helmholtz aus Girarrfschen Versuchen den Werth 
von e für Wasser und Kupfer als 0"" ,03984 berechnet, wahrend in den 
PoiVeutY/eschen Versuchen nach ihm « = gewesen sein musste. Nach 
den Versuchen von Herrn 0. E. Meyer hat e ftkr Wasser von 19,0** und 
Oel von 20,4** ungefähr die Grösse von 0"',05. 

Auf Grund vorstehender Voraussetzung sind die linken Seiten beider 
Gleichungen (64.) grösser als \. 

Ware nun in (64-.) (2^^3) (2n + 5) < *' »^ wftren ^^ ^^^^^^^^^ 
(i;r4^M=T) ^- «• ^- < *' sämmtliche Differenzen 1 - (^^^/g^^^^^y 

13 8 

1 — jT, — I n\ /o — r-7>> u. s. w. waren > 1, der Kettenbruch mithin statt 

(2n + 7) (2n + 9) 



grösser, kleiner als {. Deshalb muss /o k o\ r^nju 5^ > i ®^^^' — ^^^ 

demselben Grrunde muss in (64*.) .^ -l, n /^a» 4- 3"^ ^ ^ ^^^^' — ^^ ^^^ 
der kleinste Werth von n in den den Anfangszustand der FlQssigkeitsbe- 
wegung darstellenden Gliedern 2 ist, so ergiebt sich, dass kein }? jener 

Terme '^ j~^ sein kann. Nach Ablauf der Zeit % för welche jede der Expo- 



nentialfunctionen e ^ y ^ eine unendlich kleine Grösse von der Ordnung 

der Anfangsgeschwindigkeiten, etwa ss-^Swird, ist die Anfangsbewegung 

als verbraucht zu betrachten. Substituiren wir für den im Experiment un- 
bekannten Werth von -^ S den von gleicher Ordnung angenommenen an- 
fänglichen Ablenkungswinkel des Pendels PTo, so ist die Zeit, nach deren 
Ablauf man die Beobachtungen berechnen kann, ohne eine Anfangsbewegung 
in der Flüssigkeit anzunehmen: 

(65.) I = — A ^ log. nat. Fo. 

§. 7. Dificiiasion der Oleichang (57.). 
Nach Anwendung von (22.) nimmt (57.) die Form an: 

(66.) .y+^^+5£^^.,^_A^_5=o, 

woraus ersichtlich, dass sie keine rein imaginären Wurzeln hat, weil fOr 
solche Werthe von l die linke Seite der Gleichung stets kleiner als Null bleibt. 
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Hat die Gleichung (57.) oder (66.) eine complexe Wurzel l=sa-f-t/9> 
80 existiren wegen der reellen Coefficienten und der durchweg graden 
Potenzen in der Gleichung noch die drei anderen complexen Wurzeln 

Q — ißj — a + 1 /?, — OL — iß. 

Genügen nun die beiden conjugirt imagin&ren Wurzeln i = a + iß^ 
A' = a — iß, in denen wir a und ß als positiv voraussetzen wollen, der 
Gleichung (57.), so besteht für sie die Gleichung: 

y Ä, R^ dr 

welche man erhält, wenn man in (57.) erst ;i, dann X' einsetzt und die so 
gebildeten Gleichungen mit Berücksichtigung von (21.) von einander sub- 
trahirt. Zähler und Nenner der rechten Seite dieser Gleichung sind positiv, 

woraus folgt, dass j- li 3>> 4 > 1 sein muss, oder 



r 

(68.) «^ + /?^<^]/?^. 

Da /^ nicht unendlich klein ist, sobald wir es mit einer reibenden 
Flüssigkeit zu thun haben, folgt, dass für die Grösse des Moduls etwaiger 
complexer Wurzeln eine endliche Grenze gesteckt ist. 

Um weiter zu untersuchen, wie viel complexe Wurzeln die be- 
sprochene Gleichung haben kann, bilden wir nach (63.) den Eettenbruch: 

■Ä,(g)~^ 5.7 



1 _ "*^* 



79 



1 - "*^* 



9-11 



1_ 

welchen wir bei irgend einem vom Anfang hinreichend weit entfernten 

(2^ — !)*•" Zähler ( \ - sei der erste Zähler und 8 eine ganze Zahl) 

abbrechen können, so dass nach Reduction des abgekürzten Kettenbruches 
auf eine gebrochene Function für alle X^, deren Modul kleiner als 

jz y-y die Gleichung gilt: 
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Ä,(a)— y;_,(A»)' 

Da die Functionen F und / in Bezug auf l- vom «*■ pesp. {t — 1)*" 
Grade sind, so zeigt sich, dass in (66.) 

Cv 

als eine echt gebrochene Function betrachtet und deshalb in Partialbrüche 
zerlegt werden kann, so lange nur solche Werthe von A^ in Betracht kom- 
men, deren mod. < p^ ]/^- Alle Wurzeln von |i^,(A*)— 2AV,_i(i*)=0, 
deren mod. jener Bedingung genügen, sind Wurzeln von 

5Ä,(a) — €X*Ä,(a) = 
und umgekehrt 

Letztere Gleichung hat ebenso wie (48.), welche fOr n = 1 mit Zu- 
hilfenahme von (22.) in diese Obergeht, nur positive Wurzeln ;i^. Für die Partial- 
bruchzerlegung kommt es aber darauf an, zu wissen, ob unter ihnen mehrere 

gleiche vorhanden sind, die kleiner als -j y^J Ware dies der Fall, so 

mOsste die fragliche Gleichung zugleich mit ^j^ (5 R^ (a) — € ;i* Ä, (a)) = 
durch ein und denselben Werth von }? befriedigt werden können. Weil nun 

6 TT 8 



so geht letztere Gleichung bei Anwendung von (22.) und (25.) über in 

5Ä.(a)-(|-i)Ä,(a) = 0. 
Sollte diese Gleichung mit der besprochenen eine gleiche Wurzel i* 
haben, die kleiner als -jy^, so müsste dies j (- — -j sein, welchen 

Werth wir nach der im vorigen Paragraphen gemachten Voraussetzung als 
negativ ansehen und deshalb nicht als Wurzelwerth gelten lassen können. 

Wollte man dagegen beide Gleichungen dadurch neben einander be- 
stehen lassen, dass für ein und dasselbe )? sowohl Ri(a) = 0, als auch 
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jßi (a) = würde, so mfissten dieselben gleichen Wurzeln wie diese beiden 
Gleichungen nach (23*) auch 

Ä^(a) = -v-8inaA = und jR.i(a) = co8aA = 

haben. Die ihnen beiden zugleich genügenden Wurzeln sind aber un- 
endlich gross. 

Die Gleichung 5Äi(a) — €A^-R|(a) = hat also keine gleichen 
endlichen Wurzeln. 

Sind Al^ ils* • • • A/ ihre nach zunehmender Grösse geordneten end- 
lichen Wurzeln, so gilt die Partialbruchzerlegung : 

fi,(a) _ P, ^ P, , , P. 

(worin P^ = — _— j— ^—^-^-5^ für alle i% deren mod. < ^ |/^. 
Alle complexen Wurzeln von (57.) oder (66.) enthält demnach die Gleichung 
(70.) xy + fj^ + — ^{j^^ + j3-^^ 

Die Function linker Hand ist zwischen je zwei aufeinanderfolgenden 
der Wurzeln kij ij* • • • JL/ stetig. Wenn l* zu irgend einem der z Wurzel- 
werthe angewachsen ist, springt ihr Werth von -f- <^ i^ — ^ über, so 
dass sie, wenn X' successive alle positiven Werthe annimmt, im Ganzen 
z — 1 mal von — 00 bis -{• ^ stetig anwächst, also wenigstens ebenso 
oft auch den Werth Null erreicht. Im Ganzen hat die Gleichung (70.), 
als vom (z + 2)*" Grade in Bezug auf X*, 2 2r + 4 Wurzeln X , von denen 
wenigstens 2 z — 2 reell sind. Weil aber complexe Wurzeln X nur inmier 
in Gruppen zu je vier auftreten können, so hat (70.), also auch (57.) 
höchstens vier complexe Wurzeln X. 

Das Vorhandensein der letzteren lässt sich im Allgemeinen analytisch 
nicht nachweisen, wohl aber, wie der Anfang des nächsten Paragraphen 
zeigt, im Experiment selbst mit Sicherheit constatiren. Unter Voraus- 
setzung ihrer Existenz zerfällt J in zwei Theile, einen periodischen und 
einen nichtperiodischen, nämlich: 

(71.) J=2(ecos2a/?y»/ + 3Rsin2a/^y*0«~^''*~'**^^'^ 
+ 2De''^'y'^. 
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Wenn a* — /?*, wie wir sofort nachweisen werden, positiv ist, 
nimmt die Amplitude der periodischen Schwingung^ wenn die Zeit in arith^ 
metischer Progression wachst^ in geometrischer Reihe ab. Das logarith- 
mische Amplitudendecrement J des periodischen Theils der Schwingungen 
und die Schwingungsdauer T sind: 

(«J = («' - ß') y\ 
(72.) r^.^_ 

Hieraus folgt: 

(73.) { , ,-, 

Um nun nachzuweisen, dass J>0, setzen wir in (66.) den Wurzelwerth 
i = a + V^» ^Äö" /' = a — ili ein und erhalten, wenn wir mit Rück- 
sicht auf (23.) addiren: 

g b ^_cy.K -^^-7-^.^4+'^^^'^"^»(^)^«(°) 
(74.) ^ y- + i, 1% i>t yi) — a (iR^(a) — eXiR,(a)X6R,(a)~eK'*Rt(a))' 

Gesetzt, es wäre ^ <I 0, also auch ;t' -f- 1" <i 0, so mQsste 








sein. Nach (11.) aber ist 



80 dass nach Gebrauch von (22.) 

unter der obigen Annahme positiv wOrde. 
Es ist also cT > 0. 
Weil demnach a*>(f, so folgt aus (68.), dass 

2a,V<|/l7 
oder ^ 

(75.) T:>n^JL. 
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Die Schwingungsdauer ist also grosser , als wenn eine gleichmassige 
vollkommene Flüssigkeit an Stelle der reibenden die Hohlkugel erföllte. 
Damit ist jedoch nicht gesagt, dass die Schwingungsdauer aach grösser sei 
als diejenige, welche das Pendel haben würde, wenn die Hohlkugel statt 
der Flüssigkeit einen festen Körper von gleicher Masse enthielte. Denn 
wie wir im §• 5. bemerkten, erhält b fQr den Fall der AusftÜlung der 
Hohlkugel durch einen festen Körper einen kleineren Werth. 

§• 8. Berechnusg der im Experiment zu beobachtenden Orössen. 

Die experimentelle Beobachtung von T und cT würde beträchtliche 
Schwierigkeiten haben, wenn die Pendelbewegung, wie (71.) andeutet, aus 
der Uebereinanderlagerung einer periodischen Schwingung und einer nicht 
periodischen Bewegung bestände. Es ist daher von wesentlichem Nutzen 
zu wissen, dass wenigstens nach einer bestimmten Zeit die Pendelbewegung 
eine einfache Schwingung ist. 

Dies nachzuweisen, nehmen wir an, die Flüssigkeit habe entweder 

keine Anfangsgeschwindigkeit gehabt oder die Zeit 51 = — 05 ~t log*nat. Wq 

sei nach dem Loslassen des Pendels bereits verstrichen, so dass nach 
§. 6., wenn man die Zeit t von einem darauf folgenden Momente an zu 
zählen beginnt, in welchem das Pendel grade die Geschwindigkeit Null und 
die Ablenkung Wq hat^ jS = zu setzen ist. 

Dadurch wird die Gleichung (62.), aus welcher D zu berechnen ist, 



(76.) D 



'/'"■ 



2c R? dr 



11 9_ ^ 



.«{«.+«(^-l''.)L 






Nach (21.) ist nun 



re i?i y öÄi«-| röÄ,8Ä Ö«/l',«-j 

Mit Benutzung von (69.) findet man daraus 
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Setzt man diesen Werth in (76.) ein, so findet man unter Berück- 
sichtigung von (57.) 



(77.) 



|Z)[a>(a — 3€)(LAy + ^6)* + 2cia*iy(5iiy-f-flf6) 
+ a*i*{2c/X*L— €a(LAV*+fl^*)}^=*^fl^*J^«*^V*^o• 



Das zu einem positiven }? gehörige D hat also gleiches Zeichen mit 
TTo, es kann also JS De'' ^ ^ nie sein Zeichen ändern und bedeutet 

einen Greschwindigkeitsüberschuss, welcher nach der anffaiglichen Ablenkung 
TTq hin gerichtet ist. Hätten wir aber eine Schwingung später die Zeit t 
zu zählen angefangen, so müsste, weil W^ alsdann das entgegengesetzte 
Zeichen hätte, auch jener nichtperiodische GeschwindigkeitsQberschuss die 
entgegengesetzte Richtung haben, was damit in Widerspruch steht, dass er 
sein Zeichen nicht ändern kann. Daraus folgt, dass 

;i>o i«>o 

Weil aber auch «So = JS'Z) = 0, so erhalten wir statt (71.) 

(78.) 5=2ansin^^-'^ 

Wir gehen nunmehr an die Berechnung von T und d aus den 
beiden für lsssa-\-iß und X'ssa — iß au^estellten Gleichungen (57.), 
durch deren Addition und Subtraction wir nach Grebrauoh von (25.) und 
(73.) finden: 



(79.) 



I \ 



9(1 +4- 



'( 



'^+>') 



8cyi 



R. 



1 



Äi 



Äi+3«(Ä, 



+ 



IPo — jr-'^i 



Iä.) l?,+8«(Ä'o-yÄ'i) 






Zief 



Rf, — -Ri 



Ä 



-T*. 



Ä,+8«(Äo-7-Äi) Ä'i4-8«(Ä'o-7-Ä'i) 



»^-1. 



Unter dfer Voraussetzung, dass eine endliche Schwingungsdauer T 
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sich im Experiment als Torhanden «^esen hat, und dass <^ sehr klein 
ist, sind 



aa 



und 



yVJ 



l/V^+' 



r + s 



aß 



yVT 



iv-^ 



+(j*— <f 



wegen des im Vei^leich zu a kleinen Werthes von y hinreichend gross, 

um e~^^ gegen e'^^P yemachlfiasigen zu können. Indem wir daher 

setzen 

sina i s= t cosa i. (i = « -f- iß) 

sinaJt' s= — t cosaX' (i' «= « — iß), 
haben wir ntßtk (24.) und (28.) 



Ro — -^i 



«,+8fi(Äo-v*i) 

ifi+8e(Ä'o-lir,) 



a»l*—3(l+%aX) 
6a* l* + (a-Zey(l+%aiy 



__ oU"— 8(1— »gAO 
""" «a« l'* +(«— Se)(l— »«AO • 



Mit Vernachlässigung der zweiten und höheren Potenzen von <^ er- 
halten wir aus (79.) 

8cy» La* P 

(80.) '""" 



La» 



zur Berechnung von 8 und a ^= y^ 

In (80.) ist zur Abkürzung gesetzt 

fP = 8« a* a* + (a — 6«) o* yx^ — B(a- 
Q=ao»(4a» + <J) — 4yo» 



30/^1 



(81.) 



l^-= 8 «» Ä* rj» + 2 e aV (a— 3«) Jfi 4- (« — 3«)V*» 

[x,«= ao» (4o* — (T) + 2yda, x,c=4aVH-2y»<7 — ay (4a» — <r).*) 



*) ESs ist leicht ersichtlich, dass die Gleiohongen (SO.) and (81.) audi f&r das 
Jonnial for lUthenutik Bd. LXXVII. Heft 1. 6 



34 0. Li becky Schmngungen einer mit Flimgkeit geßdUen HoKücugeL 

Die Auflösung von (80.) nach d und a ist im Angemeinen nur auf 
numerischem Wege möglich. Ist jedoch c sehr klein, — eine Voraussetzung, 

welche fast immer erfüllt sein wird, — so genügt es, in -^ einen N&he- 

4 

rungswerth von 0, etwa y^^ und das durch diesen Näherungswerth be- 
rechnete d einzusetzen, so dass 

QöJ-; n^— g(fn^l + m,L) V^^ a« Nl 

Wenn man in / -^ « = setzt und die kleineren Grössen d und 
y* vernachlässigt, vereinfacht sich der Ausdruck zu — . Von diesem Werthe 
wird / -jj nur wenig verschieden, gewöhnlich also kleiner als | sein,*) 

Dadurch wird die Schwingungsdauer kleiner als die für das gleiche Pendel, 
welches in der Hohlkugel statt der Flüssigkeit einen gleichmassigen festen 
Körper enthält, (cf. §. 7, pag. 31.). Eine Abweichung in diesem Sinne zeigt 
der Bessehch^ Verauch mit dem kürzeren Pendel. 

Wenn aber L so gross wird, dass j^ als verschwindend klein zu 

betrachten ist, dann wird, wie (82.) zeigt, die Schwingungsdauer gleich 
derjenigen, welche das Pendel haben würde, wenn die Flüssigkeit durch 
einen gleichmassigen festen Körper ersetzt wäre. Dem entsprechend zeigt 
die von Bessel aus den Versuchen mit dem längeren Pendel berech- 
nete Länge des einfachen Secundenpendels nur eine innerhalb der Beobach- 
tungsfehler liegende Abweichung von der aus den Versuchen mit festen 
Körpern berechneten. 



logarithmische Amplitadendeerement und die Schwingongsdauer einer mit Flüssigkeit 
gellten Hohlkagel gelten, welche um einen festen vertioden Durchmesser oscülirt, 

wenn man in den Constanten c und ^ die Trägheitsmomente in der erforderlichen 

Weise ändert und als bewegende Ejraft statt der Schwere die Torsion des Aufhänge- 
fadens einf&hrt. 

*) Für Wasser, ist y < 1,»»25. 
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Statt der Gleichung (78.) findet man im Falle eines dehr kleinen c 
durch (77.) 



(83.) I 
und durch Integration: 



Wo{ 



ab . 7vt Ä* 



(84.) Tr=TF.(cp8^*+y^8in.2i)e-<'* 

Wenn man in (80.) und (82.) « = setzen darf, so vereinfachen 
sich diese Gleichungeq zu 



(85.) 






2yh 



TT» 



9{^i l + m^L) 



h= aa -^ y» 



Vorstehende Rechnung ist durchgeführt ohne jede Rficksicht auf 
den Emfluss, welchen die umgebende Luft auf die Pendelbewegung hat. 
Trotzdem lassen sich die Reibungsconstanten y und e durch die abgeleite- 
ten Formeln aus Beobachtungen im lufterfOUten Räume berechnen, wenn 
man folgende Methode anwendet. — 

ILL sei die Masse m eines Körpers, vermindert um die Masse der von 
ihm verdrängten Luft, so ist nach (82.) die Schwingungsdauer T unseres 
in der Luft schwingenden Pendels gegeben durch 



m. 






9(f*J + f^%^) 

Unter der Voraussetzung, dass die Luft während aller Beobachtungen 
denselben Druck, Feuchtigkeitsgehalt und Temperatur habe, ist der Factor 
f(üjO) allein von der Geschwindigkeit ?7, welche das Pendel in jedem 
Augenblick hat, sowie von der Natur und Gestalt seiner Oberfläche ab- 
hängig. Denn haben zwei Pendel von vollkommen gleicher Oberfläche in 
jedem Moment ^enau dieselbe Bewegung, so wird durch sie die umgebende 
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Loft beidemal in denselben Bewegungezustand versetzt, die Rttckwirkung 
auf die Pendel muss also bei beiden dieselbe sein. Die momentane Gre- 
schwindigkeit ü ist nun bei constantem Anfangszustande des Pendels eine 
Function der Schwingungsdauer T und des beobachteten logarithmischen 
AmpUtudendecrements d. Bei constanter Schwingungsdaaer und Oberfl&che 
ist daher / allein von d abh&ngig und lässt sich in die Reihe 

entwickeln, deren von d freies Glied 1 sein muss, weil, falls c?s= 0, eine 
aärodynamische Einwirkung auf die Pendelbewegung nicht vorhanden ist* 
Ifit Vemachlftssigung der zweiten und höheren Potenzen von d wird also 

Das zum Versuch bestimmte Pendel trage nun am PendelfiEden einen 
rings geschlossenen Hohlcylinder von geeigneter Länge, welcher sich durch 
eine seitliche BLlappe Offiien lässt. Mit diesem Pendel beobachte man die 
durch (a.) bestimmte Schwingungsdauer T. Alsdann entleere man die Hohl- 
kugel und befestige am Pendelfaden innerhalb des Hohlcylinders einen 
homogenen Rotationskörper von geometrisch bekannter Gestalt, so zwar, 
dass seine Rotationsaxe mit der Mittellinie des Pendelfjulens zusammenfällt. 
Man verschiebe ihn solange am Pendelfaden, bis die Schwingungsdauer des 
anfitoglich ebensoweit, wie im ersten Versuch, abgelenkten Pendels wieder 
dieselbe Länge hat, wie vorher. Alsdann hat man die Gleichung 

wenn m' die Masse des Rotationskörpers, V die Entfernung seines Schwer- 
punktes von der Schneide und m' (A/^ + X") sein Trägheitsmoment in Be- 
zug auf jene ist. d! ist das jetzt beobachtete logarithmische Amplituden- 
decrement. Die Constante A hat nach den vorangeschickten Bemerkungen 
in (a.) und (b.) denselben Werth. 

In gleicher Weise verfahre man mit noch zwei anderen Rotations- 
körpern von den Massen tn" und m'", wodurch man zwei neue Gleichungen 
erhält, aus denen in Verbindung mit (b.) die drei Grössen mi(V + 0» AH ' 



0. Lübeck^ Schwingungen einer mit Flierigkeit g^iHken HohlkugeL 37 

und A zu berechnen sind.*) Aus (a.) findet man sodann den Werth von 
m^of fL-JL ^ wodurch eine Gleichung för die zu bestimmenden Grössen 

y und € gewonnen ist. 

Durch eine zweite Versuchsreihe mit verändertem Pendel ei^ebt 
sich eine zweite ähnliche Gleichung, welche mit der ersten y und e voll- 
ständig bestimmt. — 

Wir schliessen mit einem kurzen Ueberblick über die Resultate 
unserer Rechnung. 

1.) Die in der Hohlkugel enthaltene Flüssigkeit wird nicht duroh 
ihre gradlinige Fortbewegung, sondern nur durch die Oscillation um den 
zur Pendelebene senkrechten Durchmesser in Bewegung versetzt. Sie 
osdllirt ebenfalls um den zur Pendelebene senkrechten Durchmesser nut 
Winkelgeschwindigkeiten, welche nur auf jeder mit der Hohlkugel con- 
centrischen Kugelfläehe constant sind. (§§. 3 und 4.). 

2.) Eine etwiuge An&ngsbewegung in der Flüssigkeit ist, wenn sie 
von der Ordnung der Pendelgeschwindigkeit, spätestens nach der Zeit 

S«= — gg -j log.nat. Wq durch die innere Reibung vernichtet. (§. 6.) 

3.) Nach Ablauf dieser Zeit St, oder gleich von Anfang an, wenn 
die Flüssigkeit bei Beginn des Experiments in Ruhe war, ist die Pendel- 
bewegung durchaus periodbch. (§. 8.) 

4.) Die Amplitude der Pendelschwingung nimmt, wenn die Zeit in 
einer arithmetischen Reihe wächst, in einer geometrischen ab. (§. 7.) 

5.) Die Schwingungsdauer ist grösser, als wenn dasselbe Pendel statt der 
reibenden eine vollkonmiene Flüssigkeit in der Hohlkugel enthielte. (§. 7.) 

6) Zumeist wird die Schwingungsdauer kleiner sein, als wenn die 
Flüssigkeit durch einen gleichmassigen festen Körper ersetzt wäre. Bei 
sehr grosser Pendellänge hat die innere Reibung der Flüssigkeit gar keinen 
Einfluss auf die Bewegung des Pendels. (§. 8.) 

Carlsruhe, 1873. 



*) Will man höhere Potenzen von d in / beibehalten, da ihre Coefficienten 
sehr gross sein könnten, so sind entsprechend mehr Versuche mit Rotationskörpern 
m!^'\ m^ etc. erforderlich. 



/ 



lieber ebene algebraische Isothermen* 

(Von Herrn H, A. Schwarz in Zürich.) 



Xyie nachfolgende Untersuchung beschäftigt slüii mit der Lösung 
der Aufgabe: Alle ebenen isothermischen Curvenschaaren zu be8ti^une^} 
welche vop algebraischen Curven gebildet werden. 

Eine einfach unendliche Schaar von ebenen Curven wird nach Lami 
isothermisch genannt, wenn die auf ein rechtwinkliges Coordinatensystem 
bezogene Gleichung derselben in die Form 

w = c 

gesetzt werden kann, wo c einen variablen Parameter und u eine der par- 
tiellen Differentialgleichung 

^nügende reelle Function der Coordinaten Xy y bezeichnet. 

Da es im vorliegenden Falle stets mOgHch ist, die Function u der 
beiden reellen Variablen x und y durch Hinzuf&gung einer rein imaginären 
Function t; i derselben Variablen in eine analytische Function te -j- 1; t = to 
des complexen Argumentes X'^yi^=iZ 

w=:u + vi=^f{x -i-yi) =f(js) 

überziifOhren, so entspricht jeder isothermischen Curvenschaar in der Ebene 
der complexen Grösse z eine analytische Function w=^f(z), welche die 
conforme Abbildung dieser Curvenschaar auf eine Schaar von parallelen 
Geraden uz=sc in der Ebene der complexen Grösse w vermittelt. 

Bezeichnet (p (w) = z die aus der Umkehrung der Function w^=^f(z) 
hervorgehende analytische Function, so ergiebt sich die Uebereinstimmung 
der oben gestellten Aufgabe mit der folgenden: Alle analytischen Functionen 
;8? = a: + yt = y (w + vi) = y (ti;) des complexen Argumentes w^u-^-vi 
zu bestimmen, welche die Eigenschaft haben, dass bei der durch dieselben 



■N 
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vermittelten conformen Abbildung von Theilen der Ebene w auf Theile der 
Ebene z der Schaar paralleler Geraden w = c eine Schaar von algebraischen 
Curven entspricht. 
Es sei 

wo (fi und (f^ reelle Functionen der beiden reellen Variablen u und v be- 
zeichnen. Ohne dass der Allgemeinheit der Untersuchung Abbruch ge- 
schieht, kann vorausgesetzt werden, dass diese Functionen durch Reihen 
erklärt sind, welche nach Potenzen von u — u^ und v — Vq mit ganzen posi- 
tiven Exponenten fortschreiten und för alle Werthe dieser Grössen, deren 
absolute Betr&ge gewisse Grenzen nicht überschreiten, convergiren. Durch 
eine Verlegung des Nullpunktes in der Ebene w möge bewirkt werden, dass 
Uo = Vo = ^ gesetzt werden kann. 

Es wird nun vorausgesetzt, dass innerhalb des Convergenzgebietes 
diesem Potenzreihen und deijenigen Erweiterung desselben, welche durch 
analytische Fortsetzung erhalten werden kann, der Schaar paralleler Geraden 
n = c in der Ebene w eine Schaar von Bogen algebraischer Curven in der 
Ebene z entspreche. In Folge dieser Voraussetzung besteht f&r jeden reellen 
Werth von u, dessen absoluter Betrag eine gewisse Grenze nicht über- 
schreitet, zwischen den Grössen x= (pi (u, v) und y = (p^ (Uy v) eine alge- 
braische Gleichung 

in welcher die Function F eine ganze Function von x und y bezeichnet, 
deren Coefficienten i^eU sind und nur von dem Parameter u abhängen. 

Denkt man sich in dieser Gleichung für x und y die vorhin erwähn- 
ten Reihenentwickelungen (pi (u, v) und (p^ (u, v) gesetzt, so ergiebt sich aus 
der Berücksichtigung des Umstandes, dass in der entstehenden Reihenent- 
wickelung die Goefficienten aller Potenzen von v einzeln gleich Null sein müs- 
sen, eine hinreichende Anzahl von Gleichungen, aus welchen die Verhältnisse 
der in der Function F vorkommenden Coef&cienten als Functionen von u 
und zwar in der Form convergenter Potenzreihen bestimmt werden können. 

Dem Werthe u = entspreche die Curve F(Xyy) = 0. 

Ist diese Curve eine Gerade, so mache man dieselbe mittelst einer 
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geeigneten CoordinatentranBformation, bei weicher § und ij die neuen 
Coordinaten sind^ zur ^-Axe. Ist hingegen diese Gurve nicht eine 
Gerade, so kann durch eine vorhergehende conforme Abbildung der Ebene 
z vermittelst einer algebraischen Function ^ bewirkt werden, dass die Gurve 
F(Xjy) = in der Ebene z und die Gerade ?; = in der Ebene der complexen 
Grösse ^ s= | -|. ^j t einander entsprechen. Zu diesem Zwecke denke man sich 
die Ebene z etwa durch diejenige algebraische Function ^ des complexen Argu- 
ments z conform abgebildet, welche bestimmt ist durch die Gleichung 

FI^ ^T j = und yon welcher ein Zweig die Bedingung erfOUt, dass 

den Punkten des zu betrachtenden Stückes der Gurve F («, y) = reelle 
Werthe von ^ entsprechen 

Allen algebraischen Gurven in der Ebene z entsprechen bei dieser 
conformen Abbildung algebraische Gurven in der Ebene ^. Ebenfalls ent- 
spricht der der Betrachtung zu Grunde gelegten isothei*mischen Gurvenschaar 
in der Ebene z eine isothermische Gurvenschaar in der Ebene ^. 

Da die durch die Gleichungen i^(t, ^-^j = 0, z = (p (w) erklärte 

Function des complexen Argumentes zo 3= u -j- üt 

^ = ^ 4- ^^* = v^ (^ + ^0 = v^ (^) 

die Eigenschaft besitzt, dass für alle rein imaginftren Werthe des Arguments, 
deren absoluter Betrag eine gewisse Grösse nicht fiberschreitet, der Werth 
der Function reell ist, so entspricht bei der durch diese Function vermitf» 
telten conformen Abbildung einem Stficke der Greraden te =a in der Ebene 
w ein Stfick der Geraden t; s= in der Ebene ^, und je zwei Punkten 
u -]- vi und — u -^ vi der Ebene Wj welche in Beziehung auf die Grerade 
u = symmetrische Lage haben, entspi'echen in der Ebene ^ zwei in Be- 
Ziehung auf die Gerade ?; s= symmetrisch liegende Punkte S -^-iji und 
§ — Tji. Es bestehen also neben einander die Gleichungen 

\jj ( — w + Vi) =s ^ — r/t. 

Weil nun in Folge der Voraussetzung die der Schaar paralleler Gre- 
raden i^ = c entsprechende Gurvenschaar in der Ebene ^ eine Schaar alge- 
braischer Gurven ist, so besteht für jeden Werth von u zwischen | und t^ 
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eine algebraische Gleichung, deren Coefficienten nur von u abhftngen. AIbo 
besteht auch zwischen ^(t^-j-vt) und y;( — ti + vt) eine algebraische 
Gleichung, deren Coefficienten ebenfalls nur von u abhängen. 

Ohne dass der Allgemeinheit der Untersuchung Eintrag geschieht, 
kann die Function y;(U'\'Vi) als eiiie Reihe angenommen werden, welche 
nach Potenzen von u -j- t^t mit ganzen positiven Exponenten fortschreitet. 
Hieraus folgt, dass die algebraische Gleichung zwischen y/(u -^ vi) und 
V^ ( — u + V O9 b^i deren Herleitung vorausgesetzt^ wurde, dass der Variablen 
V reelle Werthe beigelegt werden, identisch für alle Werthe von v erftdlt 
ist, f&r welche die in Betracht kommenden Reihen convergiren. 

Setzt man nun — • u -f- t>t = iS, so ist u + *^* *= ^ + 2 w, und man 
gelangt, wenn man die Grrössen w und 2u wieder mit 10 und u bezeichnet, 
zu dem Satze, dass innerhalb der durch die Convergenz der in Betracht 
kommenden Reihen bedingten Grrenzen zwischen 

rp (w) und tff (w + u) 

eine algebriusche Gleichung besteht, in welcher die allein von der Grösse u 
abhängenden Coefficienten als Reihen angenommen werden können, welche 
nach Potenzen von u mit ganzen positiven Exponenten fortschreiten. 

Für alle dem absoluten Betrage nach hinreichend kleinen Werthe 
von w und u ist nun die Function if;(w -{- u) in eine nach Potenzen von u 
fortschreitende convergente Reihe 

yj^w-^u) ^= tp(io) + ip* (w) • t* -|- i V^" (^) • w* H 

entwickelbar. Diese Entwickelung denke man sich in der zwischen ip(v)) 
und \p(w -j- u) bestehenden Gleichung fOr tp(w -j- u) gesetzt und die ent- 
stehende Gleichung nach Potenzen von u geordnet. Dann ei^ebt sich, da diese 
Gleichung für alle innerhalb des Convergenzbereiches liegenden Werthe von 
u erfOUt sein muss, dass die Coefficienten der verschiedenen Potenzen von 
u einzeln gleich Null sein müssen. 

Hieraus folgt zunächst, dass zwischen jp(w) und y/(w) eine alge- 
braische Gleichung mit constanten Coefficienten bestehen muss. 

Die angestellte Untersuchung hat somit ergeben, dass unter den an- 

1 dw 

gegebenen Voraussetzungen ^tt^'^^'tf ^^^ algebraische Function von 

Jounud for lUthttmatik. Bd. LXXVU Hüft 1. 6 
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rft (w) = t^ mithin w =^u -^ vi das Integral einer algebraischen fkmetum 
von z s=^ X -^ yi sein muss. Diese Bestimmung der Function w sss /{z) 
ist aber, wie man sich leicht überzeugen kann, noch zu weit. 

Die zwischen tp(w) und tp(w -{-u) bestehende algebraische Gleichung, 
deren Coefficienten von u abhängen, denke man sich nun in Beziehung auf 
w differentürt, *) und diese Differentiation so oft wiederh(^t, bis man eine 
hinreichende Anzahl von Gleichungen zur Bestimmung der Verhältnisse der 
allein von der Grösse u abhängenden Coefficienten erhalten hat Denkt 
man sich hierauf in dem Resultate, welches den gemachten Voraussetzungen 
zufolge von dem speciellen Werthe der Variablen w unabhängig sein muss, 
dieser Variablen den Werth Null beigelegt, so gelangt man zu dem Schlüsse, 
dass jene Verhältnisse durch die Function t;/(u) und eine endliche Anzahl 
von Ableitungen dieser Function rational ausdrückbar sind. Da nun die 
Ableitungen von tp(u) mittelst der zwischen xp(u) und ip'(u) bestehendea 
algebraischen Gleichung eliminirt werden können, so ergiebt sich aus der 
zwischen y/(w) und ti;(tü -^ u) bestehenden algebraischen Gleichung, deren 
Coefficienten noch von u abhängen, eine algebraische Gleichung zwischen 
V/(w), yj^w) und i^f(u-\-w) mit constanten Coefficienten, mit anderen 
Worten, die Function ip(w) besitzt ein algebraisches Additionstheorem. 

Da nun die Function (p(w) mit der Function y/(w) durch eine alge- 
braische Gleichung verbunden ist, so besitzt auch die Function (p(w) ein 
algebraisches Additionstheorem. 

Es ist also durch die vorhergehende Untersuchung der Satz bewiesen : 
Wenn eine Function qj (w) des complexen Argumentes w =^ u -^ vi die 
Eigenschaft hat, dass, während u und v zwei reelle Veränderliche bezeich- 
nen, . för jeden constanten Werth von u zwischen dem reellen und dem 
imaginären Bestandtheile der Function 9)(t£ -j- vi) eine algebraische Gleichung 
besteht, so besitzt diese Function ein algebraisches Additionstheorem. 

Nun ist eine analytische Function eines Argumentes w^ welche eint 
algebraisches Additionstheorem besitzt, nach einem fundamentalen Lehrsatze, 



*) Vgl. die Abhandlanff Abels: Methode g^n^rale de trouver des fonctions d^one 
seule qoantii^ variable lorsqu une propri^t^ de ces fonctions est exprim^e par one 
öquation eotre deiiz variables ind^pendantes, Oeuvres T. U. pag. 218 — 22 L 
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welchen Herr Weierstrass aufgestellt und bewiesen hat, und dessen Kennt- 
niss ich den Vorlesungen desselben verdanke, entweder 

I. eine algebraische Function von w^ 
oder wenn fi eine passend gewählte Constante bezeichnet, 

IT. eine algebraische Function der Exponeatialfunctton e^^ , oder 
Ul. eine algebraische Function einer elliptischen Fufictioa im engeren 
Sinne, 2. B. von sin am (/tu;; 4:). 

Dieser Satz, welcher die analjrtische Natur der elliptischen Functionen 
noch charakteristischer ausspricht, als deren doppelte Periodicität dies 2U thun 
geeignet ist, führt auch zu den Pundamentalsystenien der isothermischen idge- 
braischen Curvenschaaren , d. h. solchen Schaaren isothermischer alge* 
braischer Curven, aus denen aUe übrigen durch conforme Abbildung mittelst 
algebraischer Functionen hergeleitet werden können. 

Wird w = u -^-vi gesetzt, so ist im ersten Falle die Schaar der 
parallelen Greradeh u=sz c selbst das Fundamentalsystem. 

Damit im zweiten Falle der Schaar paralleler Greradcn u = ü eine 
Schaar algebraischer Curven entspreche, ist erforderlich, dass der Multipli- 
cator fi entweder einen rein imaginären oder einen reellen Werth habe. 
Die beiden Fundamentalsysteme dieses Falles sind: Die Schaar aller durch 
einen Punkt gehenden Geraden und die zu dieser Schaar orthogonale Schaar 
concentrischer Kreise. 

Im dritten Falle kann der Schaar u^=s c nur dann eine Schaar alge- 
braischer Curven entsprechen, wenn der Modul k der in Betracht kommenden 
elliptischen Function reell ist oder ein zu einem reellen Modul gehörender 
transformirter Modul ist 

Um die Richtigkeit dieser Behauptung zu beweisen, werde angenom* 
men, es sei k nicht reell und es seien ki und fii die zu den Grössen k und 
,u gehörenden conjugirten complexen Grössen. Damit nun der Geraden 
u s= in der Ebene w bei der Abbildung durch die Function 

z ^=s sinam (jiw; k) 

eine algebraische Curve entspreche, ist nothwendig, wenn w=:vi gesetzt 

und die Veränderlichkeit der GriAsse v zunftchst auf reelle Weiihe beschr&nkt 

wird, dass is wischen dem reellen und dem imaginären Bestandtheile von 

er 
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wnBm(juvtik) eine algebraische Gleichung besteht. Hieraus folgt, dass 
auch zwischen 5 = sin am (jivi; k) und Zi s=s sin am ( — fiivi; k^) eine alge- 
braische Gleichung bestehen muss. Da diese algebraische Gleichung nicht 
bloss für die reellen, sondern Oberhaupt ftlr alle Werthe von v erfüllt sein 
muss, so ergiebt sich, dass der Modul ki ein zu dem Modul k gehörender 
transformirter Modul ist, denn unter den angegebenen Voraussetzungen be- 
steht die Gleichung 

_^ /•« dz 1 r^i dz^ 

Es seien nun A-j-Bt und A + Äij wo A^ 5, A\ B, reelle Grössen 
bezeichnen, ein Paar Fundamentalperioden der Variabeln t;, vorausgesetzt, 
dass dieselbe als Function von z betrachtet wird. Hierbei möge angenom- 
men werden, es sei die Periode A'\-Bt so gew&hlt, dass weder A noch 
B gleich Null ist. Aus der vorstehenden Gleichung folgt, dass A — jBf und 
A' — Bi ein Paar Fundamentalperioden der Variabein v sind, vorausge- 
setzt, dass dieselbe als Function von Zi betrachtet wii*d. Die allgemeine 
Theorie der Transformation der elliptischen Integrale lehrt aber, dass es 
möghch sein muss, A — Bt und A — B% linear und mit rationalen Zablen- 
coefficienten durch ^ -|* -^^ "^^ ^' *f ^^ auszudrücken. Man erh&lt also, 
wenn a, /9, y und J rationale Zahlen bezeichnen, zunächst 

A — B%^aiA-i-Bt) + ß(A + Bi), 

A — Bt=^y(A']'Bi)'\-d{A + Bt) 

und durch Trennung des Beeilen und des Imaginfiren 

(1 — a)il = /94^(l + a)5=— /9F,yil=(l — (r)il',yfi==~(14-iy)F, 

wobei zwischen den vier Grrössen o, /9, y, d die Relationen 

a + <J»s=0, ad — ßY = —l 

bestehen müssen. 

Die Verhältnisse A:A und BiB sind also rafionafo Zahlen, und dar 
her ist es möglich, jedes der beiden Integrale, durch welche die Variable v 
dargestellt ist, mittelst einer algebraischen Substitution in ein elliptisdies 
Integral zu transformiren, dessen Fundamentalperioden etwa^ und Bi sind' 
dessen Modul also reell ist 
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Denkt man sich nun die angedeutete Transformation ausgef&hrt, so 
erh&lt die Schaar der . Parallelen ui=e gleiche Richtung mit einer der 
beiden Fundamentalperioden von v. Ohne dass der Allgemeinheit der 
Untersuchung Abbruch geschieht, kann demnach von vornherein angenom- 
men werden, dass sowohl der Modul k als auch der Multiplicator fi je einen 
reellen Werth habe. 

Aus dieser Untersuchung ergiel)t sich das Resultat, dass als Funda- 

mentalsysteme des Falles IQ. die Schaaren der Siebechßdtien Curven vierten 

Grades*) anzusehen sind, welche bei der conformen Abbildung mittelst der 

Function 

z = sin am (u -f- vi), 

reelle Werthe des Moduls vorausgesetzt, f&r constante Werthe von u be- 
ziehungsweise von t; sich ergeben, welche Curvensehaaren auch als stereo- 
graphische Projectdonen von Schaaren confocaler ephanscher Kegelschnitte 
erkl&rt werden können. 

In allen drei Fällen ist die Schaar derjenigen Curven, welche die 
Curven des isothermischen Fundamentalsystems orthogonal schneiden, nicht 
bloss wieder isotherm, wie dies aus der Betrachtung der conformen Ab- 
bildung unmittelbar sich ergiebt, übereinstimmend mit einem von Lami 
ausgesprochenen Lehrsatze, sondern wird auch wieder von algebraischen 
Curven gebildet. 

Dieser Satz lässt sich nach dem Vorhergehenden folgendermassen 
verallgemeinern: Die orthogonale Curvenschaar einer Schaar ebener alge- 
braischer Isothermen ist stets wieder eine Schaar algebraischer Isothermen. 

Bei der Umkehrung des Abhängigkeitsverhältnisses, welches zwischen 
den beiden, wie die Untersuchung gezeigt hat, unbeschränkt veränderlichen 
Grossen z^ssx-^-yi und tosssu-^vi besteht, ergiebt sich also schliesslich 
folgendes Resultat: 

Die complexe Grösse w ss/ (z)y deren reeller Theil u längs jeder 
einzelnen Curve einer von algebraischen Curven gebildeten, in der Ebene der 
complexen GrrOsse z liegenden isothermischen Curvenschaar einen eonstanten 
Werth hat, ist 



^ Siebeek: Ueber eine Gattung von Conreii Tierten Grades, welche mit den 
elliptischen Functionen lasammenhängep, dieses Joninal Bd. 57 nnd 59; 
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entweder 

L eine algebraische Function von z^ 
oder es ist, wenn fi eine paBsend gew&hlte reelle ZahlgrOwie bezeichne^ 

II. die Grosse fiw^ beziehungsweise fjiwi der Logarithmus einet 
algebraischen Function von z^ 
oder es ist 

in. die Grösse fiw ein elliptisches Integral erster Arty in der 
Jaeo6tschen Normalform, mit reellen^ Modul, dessen obere 
Grenze eine algebraische Function von z ist 
Hiermit ist die am Anfange dieses Aufsatzes gestellte Au%abe gelöst 

Zflncb, im Februar 1878. 



Die regelmässigen ebenen Punktsysteme von 

unbegrenzter Ausdeiinung. 

(Von Herrn Leanhard Sohncke in Carlflrnlie.) ' 



Einleitung. 

§. 1. JLlie folgende Untersuchung ist aus dem BedOrfhiss hervor- 
gegangen, fbr die Theorie der Erystallstructur eine völlig sichere Grundlage 
zu gewinnen. Als wahrscheinlichste Vorstellung von der Anordnung der 
Rrystallelemente galt bisher die von Dela/osse eingeführte und von Bracaü 
weiter entwickelte, nach welcher jene Elemente ein Raumgitter bilden, d. li. 
mit ihren Schwerpunkten in den Schnittpunkten dreier paralleler Züge von 
je äquidistanten Ebenen liegen und selbst parallel orientirt sind. Diese ohne hin- 
reichenden Beweis aufgestellt« Ansicht habe ick dann strenger zu begründen 
gesucht,*) indem ich sie aus dem Princip der regeknässigen Punktverthei- 
lung ableitete. 

Indessen kann mit der BravatsKhen Vorstellung das Wesen der 
Krystallstructur nicht erschöpft sein. Denn obwohl die Raumgitter in sieben 
durch ihre Symroctrieverh&ltnisse unterschiedene Klassen zerfaUen, welche 
den Krystallsystemen vollkommen entsprechen, so finden doch die hemi- 
e^rischen Krystalle, z. B. da« Tetraeder, in diesen Klassen keinen Platz, und 
es bedarf neuer Hypothesen, um sie darin unterzubringen. Femer giebt 
es Punktanordnungen, welche, ohne zu den Raumgittern zu gehören, doch 
dem Grundsatz der regelmässigen Punktvertheilung genügen, und auf welche 
meine frühere Ableitung nur desshalb nicht gef&hrt hat, weil die stillschwei- 
gende Voraussetzung gemacht wurde^ dass zwei von verschiedenen Punkten 
abgehende und je zu ihrer Umgebung übereinstimmend gelegene Rieh« 
tungen auch parallel sein müssten, was durchaus nicht nöthig ist — Ein 
solches nicht zu den Raumgittern gehöriges regelmässiges Punktsystem 



*) Die Gmpnirang der Moleküle in den Krystallan In Pogoefidorjfs Annalen 
der Physik 1867, Bä: 132, Seite 75. 
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giebt fibrigens schon Wiener^ an; und sein wiederholt gegen mich geltend 
gemachter Widerspruch ist es auch, der vor Allem die folgende Unter- 
suchung hervorgerufen hat. 

Capitel 1« 

Formaliran^ der Aufgabe. Aufsachun^ einer speciellen Art regelm&ssiger 

Panktsysteme. 

§. 2. In einer ganz beliebigen unbegrenzten Anordnung von Punkten 
werde ein Punkt mit allen Qbrigen durch gerade Linien verbunden gedacht ^ 
Die in derselben Weise von allen Punkten aus construirten Linienbündel 
w^en im Allgemeinen verschieden sein. Es sind aber Systeme denkbar, 
bei d$nen die Punktvertheilung um jeden Punkt dieselbe ist wie um jeden 
andern, so dass die von allen Punkten ausgehenden Linienbttndel untereinan- 
der übereinstimmen. 

Wenn aber die Linien eines Bündels denen eines zweiten gleich sind 
und auch dieselben Winkel miteinander bilden wie jene, so sind noch zwei 
Falle möglich: lEntweder lassen sich beide Bündel zur Deckung bringen; 
oder sie la3sen sich nur in die Lage von Object und Spiegelbild bringen. 
Hiernach hat man folgende 

Erklärung: Ein Punktsystem von unbegrenzter Av^deknung heisse 
regelmässig^ 4oenn die von allen seinen Punkten ausgehende^i Linien^ 
bündel übereinstimmten, indem sie entweder sämmtlich congruenty oder theils 
congruenty theils eymmetrisch sind. 

Von beiden Arten regelmässiger Systeme ist nur die erste von allge- 
meiner Anwendbarkdit auf die Theorie der Krystallstructur, weil die Ery- 
stallelemente im Allgemeinen als congruent vorausgesetzt werden müssen, 
woraus dann die Congruenz der von ihren Schwerpunkten ausgehenden 
Linienbündel folgt. Indessen dürfte die zweite An zur Erklärung mancher 
speciellen Krystallerscheinungen nOthig sein. 

Bei Beschrankung auf die Ebene ist die Unterscheidung congruenter 
und symmetrischer Linienbündel ebenfalls von Vortheil, obwohl sie nur dann 
einen Sinn hat, wenn festgesetzt wird, dass die Figuren nur in der Ebene 



^ Chr. Wiener: Gnmdzüge der WeUordniing. 1869, S. 86. Und dann: Atomen- 
lehre. 1869, S. 82 £ 
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beweglich sein sollen. Denn sobald man gestattet, eine von zwei in der 
Ebene symmetrischen Figuren herauszunehmen und umgewandt wieder 
hineinzulegen, kann man sie mit der andern zur Deckung bringen. Daher 
lassen scmmtliche regelmässigen Punktsysteme der unbegrenzten Ebene ein^i^ 
Anwendung auf die Saystallographie zu. — Nun lautet die im Folgenden 
gelöste Aufgabe: 

Aufsuchung aller überhaupt möglichen regelmässigen ebenen Punkt- 
systeme von unbegrenzter 4Medehnung. 

§• 3. Die systematische Aufsuchung wird wesentlich yereinfacht 
durch die yorhergehende Behandlung folgender speciellen Aufgabe: 

Aufsuchung aller solchen regelmässigen unbegrenzten ebenen Punkt- 
Systeme^ in deinen ganz- oder halbreguUbre isolirte Polygone^ — durch System- 
punkte bestimmt^ — vorkommen^ und welche femer die Eigenschaft haben^ 
dass die jenen Polygonen umschriebenen Kreislinien keine weiteren System- 
punkte tragen. 

Hier ist unter einem isolirten Polygon ein solches verstanden, das keinen 
Eckpunkt mit einem ihm congruenten Polygon gemein hat; und halbregulär 
sind Polygone mit gleichen Winkeln und abwechselnd gleichen Seiten genannt. 

Zunächst ist khur, dass die Lage von Punkten als Ecken eines ganz- 
oder halbregulären isolirten Polygons mit der Regelmässigkeit des Systems 
verträglich ist, da die LinienbQndel von allen Ecken des Polygons nach allen 
Ecken desselben congruent oder symmetrisch sind. 

Ein Polygonalsystem der beschriebenen Art sei jetzt gegeben, und 
eins der Polygone werde beti*achtet Nun ist es von vornherein nicht be- 
kannt» ob in demselben System nicht reguläre oder halbreguläre Polygone, 
die kleineren Kreisen eingeschrieben sind, und die dieselbe oder andere 
Seitenzahl als das eben betrachtete haben, vorkommen. Wenn dies der 
Fall, so soll dasjenige ganz- oder halbreguläre isolirte Polygon, welches dem 
kleinsten Ejreise eingeschrieben ist, — und wenn es hiervon noch mehrere^ 
Arten giebt, so soll von ihnen dasjenige mit der kleinsten Seitenzahl, un<) 
hier wieder mit Bevorzugung des ganz- vor dem halbregelmässigen, — der 
folgenden Betrachtung zu Grunde gelegt werden. 

Auf der Peripherie des ihm umschriebenen Ejreises steht kein 
anderer Punkt des Systems. Wegen der Unbegrenztheit muss das System 

Joaraal f«r MithMutik Bd. LXXVU. Heft 1. 7 
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noch andere Punkte als die in den Ecken des Ausgangspolygons liegenden 
enthalten; und wegen der Rogelmftssigkeit muss jeder Punkt des Systems 
in einer Ecke eines dem Ausgangspolygon congruenten Polygons liegen. 
Der Mittelpunkt eines solchen neuen Polygons könnte nur dann mit dem 
des vorigen zusammenfallen, wenn die neuen Punkte auf derselben Kreis- 
linie lägen wie die alten, und das ist ausdrücklich ausgeschlossen. Unter 
allen dem anftnglichen congruenten Polygonen wird nun ein solches ausge- 
wählt, dass der Mittelpunkt keines anderen näher als dieser {Mi) am Mittel- 
punkt des Ausgangspolygons (M) liegt. Der zu Mi nächste Eckpunkt des 
Ausgangspolygons (oder einer der zwei nächsten) sei A ; der zweitnächste Bj 
die folgenden C, !),•••. 

Zunächst wird der specielle Fall erledigt, dass Mi mit A zusammen^ 
fallt. Dann muss jeder Systempunkt der Mittelpunkt eines dem anfäng- 
lichen congruenten Polygons sein; also muss auch M mit einem Punkt des 
Systems besetzt sein. Da nun M auf der Peripherie des mit MA um A 
beschriebenen Kreises liegt, muss es ein Eckpunkt des zum Mittelpunkt A 
gehörigen Polygons sein; sonst wäre ja die Peripherie des diesem umschrie- 
benen Kreises noch mit anderen Systempunkten besetzt, und wegen der 
Regelmässigkeit mOsste es dann ebenso mit dem Ausgangspolygon sein, 
— was gegen die Voraussetzung. In derselben Weise muss M auch Eck- 
punkt des, dem vorigen congruenten, zu B als Mittelpunkt gehörigen Poly- 
gons sein u. s. f. Dann also ist M gleichzeitig Ecke mehrerer congruenter 
Polygone; also sind diese nicht mehr isolirt; ebenso wäre dann das Polygon 
um M nicht mehr isolirt, und das ist gegen die Voraussetzung. Aljso darf 
bei den in diesem Capitel behandelten Systemen A und Mi nicht zusam- 
menfallen. 

Jetzt mögen A U7id Mi getrennt liegen. 

Dem Btkndel von Linien, die von A nach den übrigen Ecken des 
Ausgangspolygons und nach allen Ecken des Nachbarpolygons um 3/, ver- 
laufen, muss ein congruentes oder symmetrisches Bündel bei B entsprechen. 
Für letzteres Bündel sind, da das Ausgangspolygon isolirt ist, nur zwei 
Lagen möglich: 

Entweder entspricht Linie BC dieses Bündels der Linie AB die» 

ersten; dann sind beide Bündel congruent. 
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Oder BA entspricht der Linie AB des ersten; dann sind beide 
symmetrisch und haben auch symmetrische Lage. 

1) Im ersjteren Fall, der zun&chst betrachtet wird, ist das halbregu- 
Iftre Polygon ausgeschlossen. Das congruente Bfindel bei B bestimmt ein 
neues dem vorigen congruentes Pcjfygon mit dem Centrum if,. Die von 
A aus nach seinen Ecken gezogenen Linien vermehren das anfänglich ge- 
gebene Bündel bei A. Um die entsprechenden Linien muss das Bfindel 
mi B veroiehrt werden, und hierdurch wird wieder ein neues congruentes 
Polygon mit dem Centrum Mi bestimmt So fortschlie^send erkennt man, 
dass auf der jmit dem Radius MMx um M beschriebenen Kreislinie in gleichen 
Abstanden die Centra von lauter congruenten Polygonen liegen müssen, und 
zwar so vielem als das Ausgangspolygon Ecken hat: Hieraus folgte dass diese 
Anordnung nur bei solchen regulären Polygonen stattßnden kann, deren 
Seitenzahl nicht > 6 ist\ denn im anderen Fall würden zwei Nachbarcentra 
auf der fijreislinie einen kleineren Abstand als MMx haben, die Regelmfts- 
sigkeit würde fordern, dass auch von M ein Polygoncentrum diesen kleineren 
Abstand hätte; und dann wftre Mi nicht mehr das nächste Centrum bei M^ 
was doch vorausgesetzt wurde. — Von den herumstehenden regulären 

A D 

n-Ecken ist jedes folgende um — gegen das vorhergehende gedreht, folg- 
lich steht es ihm wieder parallel. Die genauere Untersuchung dieser 
Systeme giebt der folgende Paragraph. 

2) Jetzt entspreche in dem von B ausgehenden Bündel Linie BA 
der Linie AB des von A ausgehenden. Dann wird ein Polygon mit Cen- 
trum M% gefordert, symmetrisch gelegen zu jenem um Mi in Bezug auf den 
zur Seite AB gehörigen kleinen Halbmesser des Ausgangspolygons. Ein 
dem Bündel bei A entsprechendes muss ferner bei C liegen, doch ist dies 
wieder auf zwei Arten möglich, indem entweder CB oder CD der Linie 
AB entsprechen kann. 

Der erste Fall führt auf nichts Neues. Denn: Linie CB des Bün- 
dels bei C entspricht der AB des Bündels bei A\ letztere Linie entspricht 
BA des Bündels bei B. Also entspricht CB des Bündeb bei C der Linie 
BA des Bündels bei £, so dass die von C und B auslaufenden Bündel 
congruent sind. Nun aber sind alle Systeme, bei denen von zwei benach- 



» 



Eekes 4» Amafamgsfatfgatm eongraente LinienbOndel ansehen, im 
FiD V nirhilfcin. so dMB der jeliEt Toifiegoide Fall nur SpecialsjsteHit der 



ik mim% FmOi, wo CD des BindeU bei C der Lmie AB dee 
Bimdeis iei A emtsfndUj werden iwei P<^oiie mit den Ifitt^HmklM If , 
and M^ gelbrdert, die sa CD ebenso li^en, wie die Polygone Mi nnd if« 
Bu ilB^ 90 dass Ton doi bis jetzt constmirten vier Anssenpofygonen je swei 
benacbbarte ajmmrtrisdi stdien. Vermehrt man Jetefc das tod ä aas- 
gehende Bflndel am die nach den Ecken der awei neuen Pdygone gehen- 
den Linien, so moss aoch das BOndel bei G in derselben Wdse vennehit 
werden. So fortschhessend erinnnt man, dass immer m den abwedisehiden 
Seiten des Aosgiuigqpolygons je swei Aassenpcrfj^gmie gehören» wihrend den 
swiechenliegenden Seiten keine Pcdygone sugeordnet sind. 

Httte nun das Aasgangspolygon ungerade Seitsnahl, so fttkrte diese 
Schlussweise darauf , dass su allen Seiten je zwei Aasaaip<^jgone gehörten* 
Dann wItm die Ton allen Ecken ausgehenden Btkndd Cbngruent, so dass 
man wieder den, als nichts Neues Kefemd, eben su rft d tgewiesenen Fall bitte. 
Die Seitenaahl s^ also jetrt gerade. Dann kann das Pcdygon sowohl gan>- 
als halbreguUr sein. Zwei FUle siad su unterscheidai, je nachdem alle 
Aussenpolygone frei stehn odw paarweise mit den ICtte^unkten zusammen- 
iaUen. 

a) Im ersteren Fall ist die Zahl der herumstehenden Pofygone ^«ch 
der Seitenaahl des Ausgangs-Polygous» so dass das letztere ein gam^ odet 
halhreguldrei Vier^ oder Seekeeek sein kanjn. Dass Polygone von grosserer 
SeiteiUAhl ausgeschlossen und, folgt %ii bei Fall 1). 

b) Wenn aber die Ifitt^unkte der Aussenpolygone paarwdse za« 
iammenfalleni so int das nur so mcgtich, dass die VerbindungBlinie des 
Zusainmenfallpunkts '^ mit dem Ausgangscentrum M eine Sdte des Au»- 
gangnpolygons halbirt* Femer ist es nöthig, dass nidit nur die IGttel- 
punkte« sondern die g^uomn Polygone zur Dednmg gdangen; s<Mist trflge 
d«r dem einen von ihnen umschrtebene Kreis noch andere Punkte; dies 
mttsste bei dem ecoigruenten Au^gangspotygon ebenso sdn^ und das war 
iUlgiMhlotten« IMi die smammenfiJlenden Pofygone in Bezug aaf dBe 
Llni» JfW tymmelrisoh stehn, so moss diese lame das Polygon des Zu- 
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sammenfalls selbst symir -"trisch theilen. — Die Seitenzahl des gansh oder 
halhregvJären Ausgang spolygane darf zwölf nicht übersehreiten , weil sonst 
mehr als sechs Centra auf der Peripherie um M hemmstehen würden, 
deren zwei also einen geringeren Abstand ala MMi hfttten. 

Ehe zur Construction sftmmtlicher unter vorstehenden Fallen 1) n. 2) 
enthaltenen Systeme geschritten wird soU noch gezeigt werden, dass das 
reguläre Fü^fsck, sowie das ganz-^ oder halbreguldre Zehneek in einem 
unbegrenzten regelmassigen Punktsystem nicht vorkommen kann. 

Beweis. Sowohl das Fflnfeck als das Zehneck fordert, nach vor- 
stehenden Entwickelungen , die Centra üfi, iff, ••*M% von f&nf dem anftng* 
liehen congruenten Polygonen in gleichen Abstftnden auf der Peripherie 
eines Kreises mit dem Radius MMx um sich. Um jedes dieser f&nf Poly- 
gone mfissen nun, zufolge der Begelmässigkeit, wieder ftknf Polygone in 
derselben Weise herumstehen. Eins dieser um Mx herumstehenden f&nf 
Polygoncentra nii,tn^**-tn| muss mit üf zusammenfallen, sonst würde M 
von einem der m einen Abstand ^MM^ haben, was unmöglich. Dann 
aber kommt das nächstfolgende d^ um Mi herumstehenden Centra in 
kldnere Eäitfemung vpn Mf zu stehen, als MMi betrSgt, und das ist uner- 
laubt. Somit ist dal Vorkommen von ganz- (resp. halb-) regul&ren Fflnf- 
und Zehnecken in einem regelmfiasigen unbegrenzten Punktsystem ausge- 
schlossen; und es bleiben als mögliche Polygone nur tlbrig solche mit 8, 
4, 6, 8, IS Seiten. Die Systeme mit solchen Polygonen sind nun 
aufzusuchen. 

§ 4. Dis im Fall 1) möglichen Systeme, Um das ganz regulftre 
Ausgangspolygon von n Seiten stehn n unter einander parallele, dem er* 
ateren oongruente Polygone herum; ihre Centra theilen eine Kreislinie um 
If in. n gleiche Theile. n darf nur die Werthe 8, 4 oder 6 haben. Zu- 
fiachst sei n ss 8. 

Um jedes der drei das regulftre Ausgangsdmeck umstehenden Po- 
lygone mfissen wieder drei regulftre Dreiecke in derselben Weise herum- 
stehen; so um Ml. Dabei sind zwei FftUe mög^ch: Entweder fUlt eins 
der Ml umstehenden Polygoncentra in das Ausgangscentrum If , oder nidit. 

a) Im ersteren Fall muss AM gegen Auf dieselbe Lage haben, 
wie letzteres gegen ersteres, d. h. das von Punkt M nach den Ecken und 
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dem Centnim des Dreiecks um Mi gezogene Bflndel rnuss congraent oder 
symmetrisch sein dem von Mi nach den Ecken and dem Centamm des 
Dreiecks um M gezogenen Linienbflndel. Indem non Linie MMi beiden 
Bflndeln gemeinsam ist, ergiebt sich bei CTongmenz der Bflndel, dass beide 
Dreiecke parallele Seiten, aber verwendete SteDmig haben; wogegen sie, 
bei Symmetrie der Bflndel, in symmetrischer SteDong gegen einander 
stehn. Fshrt man in beiden Flllen fort, mn jedes der vorhandenen Drei* 
ecke je drei unter einander parallele Dreiecke in derselben Weise wie vor- 
her anzuordnen, so erhfilt man zwei verechüdene regehmSstige tmbegrenzte 
Punktsyeteme Nr. L und IL (Fig. 1 und 2). In beiden liegen die (mit System^ 
punkten natürlich nicht besetzten) Mittelpunkte regulärer Dreiecke in den Knoten 
eines Netzes regulär sechseckiger Maschen^ welches Netz in der Figur nicht 
gezeichnet ist; und van den seek^ eine Masche umstehenden Dreiecken sind je 
drei abwechselnde parallel gestellt. Aber beim System L haben je zwei 
Nachhardreiecke parallele Seiten j jedoch verwendete Stellung; beim System 
U. stehen je zwei Nachbardreiecke zu einander symmetrisch. 

Die Figuren 3 und 4 zeigen Systeme, welche SpecialfUle zu den 
Systemen L und ü. gleichzeitig sind. Bei ersterem Specialsystem IIa. sind 
die zugewandten Seiten zweier symmetrisch stehenden Nachbardreiecke 
parallel; beim zweiten IIb. geht die Verbindungslinie der Centra zweier 
Nachbardreiecke durch die einander zugewandten Ecken. Wieder einen 
Specialfall zu Fig. 3 giebt die Fig. 5, ein System IIa' darstellend, das aus 
regulären Drei-, Vier- und Sechsecken zusammengesetzt ist. 

b) Wenn van den drei um Mi herumstehenden Dreiecken^ die den 
drei um M herumstehenden entsprechen^ keine sein Centrum in M liegen 
hat^ so ist die einzige Möglichk^t die, dass zwei dieser Centra (nit und 
mi) in die Schnittpunkte der mit dem Radius if Jlfi um M und um M^ 
beschriebenen Kreise fallen, da man sonst stets auf zwei Centra gefflhrt 
wQrde, deren Abstand <MMi wftre. Das dritte Centrum m, liegt dann 
auf der Über Mi hinaus um sich selbst verlftngerten MMi. (Fig. 6). Auch 
wird auf der Aber M hinaus um sich selbst verlängerten MMi ein Centrum 
fi gefordert, dessen zugehöriges Dreieck den Dreiecken um mi und ntf par 
rallel steht Ferner werden zwischen m, und mi sowie zwischen m^ und 
m% noch die Centra M^ und M^ gefordert, deren zugehörige Dreiecke zum 
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Ausgangsdreieck parallel stehn. Da nun A^ g^g^i^ AM dieselbe Lage 
haben soll, wie Aj^i gegen Alf 9 so muss das von Punkt nii nach A|M 
gezogene Bündel congraent oder symmetrisch sein dem von Mi nach 
A-Af gezogenen. Aber die in beiden Bündeln sich entsprechenden Linien 
m%Mi und MxM sihd geradlinig an einander gesetzt. Also haben beide 
Bündel, im Falle sie congruent sind, Parallelstellung. Also sind auch die 
Dreiecke bei M und bei Mi parallel gestellt. Dann muss auch das A bei 
m^ zu dem bei Mi parallel stehn; also müssen auch sowohl die Dreiecke 
um M^ und Jlf|, als auch diejenigen um n^ins und um fi s&mmtlich mit 
dem Ausgangsdreieck parallel stehn. Dies giebt ein neues System IIL 

Sind dagegen beide Bündel symmetrisch, so haben sie, da die ent- 
spi*echenden Linien fOiMi und MiM geradlinig an einander gesetzt sind, 
dieselbe Lage, als wftre j^Mi aus anfl&nglicher Parallelstellung zu A3f, um 
die Gerade MMi als Axe, um 180^ gedreht Jetzt betrachtet man die von 
Punkt M resp. Mi nach den Dreiecken um Mi resp. mi gezogenen Bündel. 
Diese müssen mit einander übereinstimmen. W&ren sie congruent, so 
hätten A^i und A^th Parallelstellung, woraus Parallelstellung der Drei- 
ecke M und Ml folgen würde, die hier ausgeschlossen. Sind sie aber 
symmetrisch, so haben sie dieselbe Lage, als wftre A^ ans anfänglicher 
Parallelstellung zu ^Mi um die Gerade Mifn^ als Axe um 180^ gedreht, 
somit wieder parallel zum Ausgangsdreieck. 

Weil nun die Dreiecke mi und m^ dem A^ parallel stehn, und 
die Dreiecke üf^ und M^" ebenfalls dem Ausgangsdreiecke parallel stehn, 
so würden auf der Peripherie um Mi die Centra von sechs congruenten 
parallelstehenden Dreiecken liegen, w&hrend auf der entsprechenden Peri* 
pherie um M die Centn nicht parallel stehender Dreiecke sich befänden, 
indem ja A Mi andere Stellung als A ^ und somit als die Dreiecke mj 
und 97)s hat. Dies widerspräche aber der Regelmftssigkeit 

Hiemach hat sich nur ein neues System HL ergeben. Ei wird gebildet 
aus parallel stehenden congruenten regulären Dreiecken^ deren Mittelpunkte die 
Knoten eines Netzes gleichseitig dreieckiger Maschen einnehmen. (Fig. 7). 

Bemerkenswerth sind zwei Specialfälle: Beim ersten (Ula.) sind die 
Dreiecksseiten, beim zweiten (Illb.) die Dreieckshöhen den Maschenseiten 
parallel. (Fig. 8 und 9.) 
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JttMt Ml n SS 4. 

um jedes der Tier ptraUden das Ausgangsquadrat umstehenden und 
ihm ooDgraoiten Quadrate müssen wieder vier Quadrate in derselben Weiae 
herumstehen; so x. B. um das Quadrat mit dem Centrum 3f|. Eins der 
dieses Quadrat umstehenden muss nun mit dem Ausgangsquadrat zusam- 
menfallen, weil sonst innerhalb des mit MMi als Radius um M beschrie- 
benen Kreises noch Qqadratcentra gefordert wflrden, die sonut zu nahe an 
M ligen. — Das Quadrat M muss also jetzt zum Quadrat Mx dieselbe 
Lage haben, wie letzteres zu ersterem, d. h. (wie bei den Dreiecken) bdde 
stehen entweder parallel oder symmetrisch. Durch Weiterfiüirung dieser 
Construction gelangt man zu zwei neuen Systemen IV. und V. (Fig. 10 
und 11), gebildet aus lauter eangruenten Qaadrateny deren Mittelpunkte die 
Knoten eines Netzes quadratischer Maschen einnehmen. Beim ersteren System 
sind sdmmtliehe Quadrate parallel; beim letzteren sind die eine Masche umr 
stehenden abwechselnd parallel^ je zwei benachbarte aber symmetrisch gestellL 

Bemerkens werth sind zwei Specialf&lle; Beim ersten (lya.) sind die 
Seiten, beim zweiten (IVb.) die Diagonalen der Quadrate den Maschenseitea 
paraUel (Fig. 12. und 13). 

Es sei n 8BS 6. 

um jedes der sechs parallelen, das regul&re Ausgangssechseck um- 
stehenden und ihm congruenten Sechsecke müssen wieder sechs iSechsecke 
in derselben Weise herumstehen; so z. B. um dasjenige mit dem Centrum 
Ml. Zu den dieses umstehenden gehören nun die Sechsecke mit den Gen- 
tren M und M%^ welche somit ebenfjslls parallel stehen müssen. Demnach 
besteht dM System aus lauter parallelen congruenten regulären Sechseeken, 
deren Centra die Knoten eines Netzes gleichseitig dreieckiger Masehen em- 
nehmen. 

Abgesehen von dem GrOssenverhältniss der Sechsecke und Dreiecke 
ist dieses System dasselbe wie No. I. Von den zwei bemerkenswerthen 
SpecialfUlen, dass zwei benachbarte Sedisecke mit den Seiten, und dass aie 
mit den Ecken gerade gegenüberstehen, ist der erstere in Fig. 3 enthalten; 
den andern (la.) zeigt Fig. 14. 

§. 5. Die im Fall 2a) möglichen Systeme. Um das ganz- oder 
halbregulftre 2n-eck stehen 2n ihm congruente Polygone, so dass ihreCS^itra 
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eine um M besohriebene Kreislinie in abwechselnd gleiche oder auch in lauter 
gleiche Theile theilen. Je zwei benachbarte Aussenpolygone stehen zu ein- 
ander symmetrisch in Bezug auf einen kleinen Halbmesser des Ausgangs- 
polygons, n darf nur den Werth 2 oder 3 haben. 

Zunächst sei n = 2. 

Um jedes der vier, das Ausgangsrechteck umstehenden, ihm con- 
gruenten Polygone müssen vier neue in derselben Weise herumstehen. Man 
zeigt wie firOher, dass im Allgemeinen eins der um Mx stehenden Centra 
mit M zusammenfallen muss. Nur wenn der Abstand zweier Aussencentra 
gerade gleich MM^ ist, scheint es zun&chst, als wenn M nicht zu den vier 
Mx umstehenden Centren m^, m^^ rris, m« zu gehören brauchte, sondern als wenn 
zwei von ihnen in die Schnittpunkte der mit dem Radius MM^ um M 
mid Ml beschriebenen Kreise fallen könnten, so dass die Punkte m die 
Lage der Fig. 15 hätten, wobei m^ in M^ fällt. Da nun das Polygon M% 
gegen Mi dieselbe Lage hat, wie Mi gegen üf, und da die ersteren zwei 
Polygone zu einander symmetrisch stehen, so mfissen auch die letzteren zwei 
in derselben Art symmetrisch stehen. Eine Seite des ganz- oder halbregu- 
Iftren Vierecks bei M ist aber parallel MM^\ die entsprechende Seite des 
Vierecks bei Mi müsste also parallel rOiM^ sein. Dies widerspricht aber 
der symmetrischen Stellung beider Polygone. Somit folgt, dass eins der 
um Ml stehenden vier Centra in M fallen muss. 

So lange nun zwei nächstbenachbart« Aussencentra Jl/i, M% einen von 
MMi verschiedenen Abstand haben, können sich die vier um Mi stehenden 
Centra nur so anordnen, dass das von ihnen gebildete Rechteck parallel 
liegt zu dem von MiM^M^M^ gebildeten, weil sonst zwei Centra näher 
aneinander kämen als MMi. In diesem Fall bilden die Centra ein 
Netz rhombischer Maschen. Ist dagegen MiMf = MMij so kann eins 
der Ml umstehenden Centra in M^ fallen. Dann entsteht eine Anordnung 
der Polygoncentra nach abwechselnd regulär sechseckigen und dreieckigen 
Maschen, wovon Fig. 15 ein Bild giebt, wenn darin rn^ und rw, unbesetzt, 
Punkt u aber besetzt gedacht wird. 

Das Polygon M muss nun zu Mi dieselbe Lage haben, wie letzteres 
zu ei'sterem, d. h. beide stehen entweder parallel oder symmetrisch. Zu- 
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nftchst wird die Anordnung der Centra nach rhombischen Maschen verfolgt. 
Dann müssen, bei Pai^allelstellung der Vierecke M und Jlf„ sämmtliche 
Vierecke parallel stehen. Dies liefert das System VL (Fig. 16), gebildet 
aus lauter parallelen congruenten Rechtecken (im speciellen Fall: Quadraten)^ 
deren Centra die Knoten eines Netzes rhombischer Maschen einnehmen^ und 
deren Seiten den Maschendiagonalen parallel sind. 

Jetzt mögen die Vierecke M und Mi symmetrisch stehen. Da ihre 
Seiten den Seiten der durch die herumstehenden vier Centra gebildeten 
Rechtecke, d. h. den Diagonalen der rhombischen Maschen, parallel laufen 
mflssen, so ist die symmetrische Stellung nur dann möglich, wenn die Linie 
MMi mit den Richtungen der Polygon-Seiten einen halben rechten Winkel 
bildet, d. h wenn die rhombische Masche eine quadratische ist. So ent- 
steht das System WU. (Fig. 17), gebildet aus congruenten Rechteckeny deren 
Centra die Knoten eines Netzes quadratischer Maschen einnehTnen^ während 
die vier eine Masche umstehenden Rechtecke ihre eine Seitenart abwechselnd 
der einen und der anderen Maschendiagonale parallel liegen haben. Ein- 
führung von Quadraten statt der Rechtecke gäbe das frühere System 
(Fig. 13). 

Im Falle der abwechselnd sechs- und dreieckigen Maschen ist Parallel- 
stellung der Polygone M und M^ unmöglich, weil diese nothwendig rhom- 
bische Maschen nach sich zieht. Es bleibt nur die symmetrische Stellung 
übrig; und weil von den drei eine regulär-dreieckige Masche bestimmen- 
den Polygonen itf, ilf|, Jf^ jedes zum andern in derselben Weise symmetrisch 
stehen muss, so ist die einzig mögliche Anordnung folgende: System VIII. 
(Fig. 18), gebildet aus congruenten Rechtecken (im speciellen Fall : Quadrat 
ten)y deren Centra die Knoten eines Netzes von abwechselnd regulär sechs- 
seitigen und regulär dreiseitigen Maschen einnehmen, und deren eine Seiten- 
art den Seiten der dreieckigen Maschen parallel ist. 

Jetzt sei n = 3. 

Die Lage der sechs, das ganz- oder halbregulSre Ausgangssechseck 
umstehenden Centra ist eindeutig bestimmt. Sie müssen um MMi von 
einander abstehen und zwar auf den (zu verlängernden) grossen Halbmessern 
des (zu diesem Zweck als ganzregulär zu denkenden) Ausgangssechs- 
ecks liegen. 
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Um Ml müssen sechs Polygoue in derselben Weise herumstehen wie 
um M; abo mOssen M und M^ zu diesen um Mi herumstehenden gehören. 
Da aber je zwei benachbarte Aussenpolygone zu einander symmetrisch 
stehen, so müssen die Polygone M und M^ auch symmetrisch stehen. Da 
ferner die Lage des Centrums M^ gegen das Ausgangspolygon M gegeben 
ist, so kann man um M^ das zu M symmetrisch stehende Sechseck unmit- 
telbar construiren und findet diese symmetrische Stellung nicht verschieden 
von der ParallelsteUung. Somit müssen s&mmtliche Sechsecke parallel stehen. 
Dies liefert das System IX. (Fig. 19), gebildet aus congruenten parallelen 
halbregulären Sechsecken j deren Centra die Knoten eines Netzes regulär 
dreiseitiger Masclten einnehmen ^ und deren Seiten den Maschenseiten 
parallel sind. 

Einführung von ganzregulären Sechsecken statt der halbregulären 
giebt das frühere System der Fig. 14. 

§. 6. Die im Fall 2b) möglichen Systeme. Um das ganz- oder halbreguläre 
2n-eck stehen n ihm congruente Polygone in der Weise herum, dass 
die Verbindungslinien von M mit den Centren der äusseren Polygone durch 
die Mitten der abwechselnden Seiten des Ausgangspolygons gehn und das 
betreffende äussere Polygon symmetrisch theilen. Je zwei benachbarte 
Aussenpolygone stehen symmetrisch zu einander, n kann die Werthe 2, 
3, 4, 6 haben. 

Zunächst sei n=2. 

Das äussere Viereck Mi kann durch die Linie MMi auf drei Arten 
symmetrisch getheilt werden: Wenn es ein Quadrat ist, kann .seine Diie 
gonale mit MMi zusammenfallen; und wenn es ein Rechteck (oder Quadrat) 
ist, kann MMi durch die Mitte der einen oder der anderen Seitenart hin- 
durchgehn. — Im ersten Fall würden die um Mi herumstehenden Centra 
zu nahe an M fallen, so dass ein derartiges System nicht möglich ist. Als 
zweiten Fall nehmen wir den, wo sich das äussere und das Anfangsrecht- 
eck ungleiche Seiten zuwenden. Durch Weiterführung dieser Construction 
erhält man ein System, gebildet aus congruenten Rechtecken (im speciellen 
Fall: Quadraten), deren Centra die Knoten eines Netzes quadratischer 
Maschen einnehmen, während von den vier eine Masche umstehenden Recht-^ 
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ecken abwechselnd die längere und die kürzere Seite einer und derselben 
Maschenseite parallel läuft. Dies System ist indess, wenn von dem 
GrrOssenverhaltniss der Rechtecke und Quadrate abgesehn wird, nicht ver- 
schieden von System V. 

Es erübrigt der letzte Fall, dass die Rechtecke M und M^ sich 
gleiche Seiten zuwenden. Hieraus entsteht ein System mit lauter con^ 
gruenten parallelen Rechtecken (oder Quadraten) ^ deren Centra in 
gleichen Abständen auf einer unefidlichen Geraden stehn^ und deren 
eine Seitenart dieser Geraden parallel ist. Soll nun das System nach zwei 
Dimensionen unendlich sein, so müssen noch ausserhalb jenes unendlichen 
Streifens Systempunkte existiren; dieselben müssen, zufolge der Regelmfts- 
sigkeit, eben solchen Streifen angehören. Alle diese, mit Centren congru- 
enter paralleler Rechtecke besetzten Geraden müssen parallel laufen, weil 
ihr Schnitt stets zwei Centra liefern würde, deren Abstand <ilf3fi, was 
unerlaubt. Natürlich folgen diese Geraden in gleichen Abständen auf ein- 
ander. Zwei nächstbenachbarte dieser Geraden werden betrachtet; M und 
m seien zwei auf der einen und der andern Geraden liegende Centra von 
der Lage, dass ein kleinerer Centralabstand zwischen beiden Geraden Ober- 
haupt nicht vorkommt. Dann sind nur zwei Lagen für m möglich: Ent- 
weder fällt seine senkrechte Projection auf die andere Gerade mitten 
zwischen zwei Nachbarcentra, oder in ein Centrum. Denn in jedem anderen 
Fall würde die Regelmässigkeit fordern, dass ausser m noch drei andere 
Centra um M ständen , welche zusammen eine rechteckige Masche bildeten. 
Diese neuen Centra würden aber zu nahe an schon vorhandene zu liegen 
kommen. 

Im ersteren der beiden möglichen Fälle entsteht ein von VL nicht 
wesentlich verschiedenes System, indem jetzt nur die kleine Diagonale der 
rhombischen Maschen <C die Maschenseite sein muss, während sie dort 
war. 



Im anderen Fall entsteht das System X. (Fig. 20) , gebildet aus can- 
gruenten parallelen Rechtecken (im specieUen Fall: Quadraten)^ deren Centra 
die Krioten eines Netzes mit rechteckigen Maschen einnehmen^ und deren 
Seiten den Maschenseiten parallel sind. 




X. Sohncke^ die regelmäsrigen ebenen Punktsysteme. 61 

Jetzt sei n = 3. 

Das äussere Sechseck kann durch die Linie MMi auf drei Arten 
syoimetrisch getheilt werden: Wenn es ein reguläres Sechseck ist, kann 
einer seiner grossen Halbmesser mit MMi zusammenfallen; wenn es ein 
halb- (oder ganz-) reguläres Sechseck ist, kann MMi durch die Mitte der 
einen oder andern Seitenart hindurchgehn. Im ersteren Fall werden, bei 
Fortführung der Construction , Centra zu nahe an M gefordert. Im andern 
Fall können sich wiederum die Polygone M und Mi gleiche oder ungleiche 
Seiten zuwenden. Beides liefert keine wesentlich neuen Systeme, abgesehen 
von dem Grössenv^rhältniss der auftretenden Polygone; denn man wird nur 
auf System VIII. und System IL geführt. 

Wenn endlich n=^4: oder 6 ist^ dürfen sich zwei Nachbarpoly- 
göne weder Ecke und Seite, noch ungleiche Seiten zuwenden, weil dadurcli 
Centra zu nahe an M gefordert werden. Wenn sich aber je zwei be- 
nachbarte halb- oder ganzreguläre Achtecke oder desgleichen ZwOlfecke gleiche 
Seiten zuwenden, so entstehen Systeme, die, abgesehen vom GrOssenverhältniss 
der Polygone, nicht von den Systemen VII. und VIIL verschieden sind. 

§. 7. Die Polygone greifen nicht in einander, üeber die gegen- 
seitige Lage der congruenten Polygone ist nur vorausgesetzt worden, dass 
sie keine Ecke gemeinsam haben. Ob sie aber ganz ausser einander liegen, 
(wie stets bei der Zeichnung angenommen) , oder ob sie z. Th. in einander 
greifen, ist unerörtert geblieben. Die UnStatthaftigkeit des letzteren Falls 
sieht man so ein: Man vergrössere bei irgend einem der gefundenen Sy- 
steme die Polygone, während die Orte der Centra und somit die Maschen 
unverändert bleiben, bi(S zum Ineinandergreifen. Dann folgt aus der Regel- 
mässigkeit, dass im Innern eine» jeden Polygons durch die hineinfallenden 
Punkte ein ganz- oder halbreguläres Polygon entsteht. Diese kleineren 
Polygone hängen, gleich den ursprünglichen (vor der Vergrösserung) nicht 
mit den Ecken zusammen. 

Sonach besässe das System isolirt« Polygone, die kleineren Kreisen 
eingeschrieben wären als das Ausgangspolygon, und das war ausdrücklich 
ausgeschlossen. Also kann durch Vergrösserung bis zum Ineinandergreifen 
kein System entstehn, das von einem der gefundenen verschieden wäre. 

§. 8. Resultat dieses Capitels. Es giebt zehn wesentlich verschiedene 
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unbegrenzte regelmässige Punktsysteme mit ganz- oder halbregulären iso- 
lii'ten Polygonen 9 in vier Gruppen zusammenfassbar: 

1. Systeme mit gleichseitigen Dreiecken, welche entweder parallel und 
mit ihren Centren in den Ejioten regulär dreiseitiger Maschen (System IDL), 
oder pai-allelseitig aber verwendet (L), oder symmetrisch (U.) in den Knoten 
regulär sechsseitiger Maschen liegen. 

2; Systeme mit Quadraten, welche parallel (IV.) oder symmetrisch 
(V.) in den Knoten quadratischer Maschen liegen. 

3. Systeme mit Rechtecken (oder Quadraten), welche parallel in 
den Knoten rhombischer Maschen, mit den Seiten den Maschendiagonalen 
parallel (VT.) liegen; oder parallel in den Knoten rechteckiger Maschen, 
mit den Seiten den Maschenseiten pai'allel (X.); oder in den Knoten qua- 
dratischer Maschen, mit den Seiten abwechselnd den Maschendiagonalen 
parallel (VII.); oder in den Knoten von abwechselnden regulär sechs- und 
dreiseitigen Maschen, mit der einen Seitenart den Seiten der dreieckigen 
Maschen parallel. (VIII.) 

4. Systeme mit halbregulären parallelen Sechsecken, die in den 
Knoten gleichseitig dreieckiger Maschen liegen, mit den Seiten den Maschen- 
seiten parallel. (IX.} 

Durch besondere Annahmen über das Grössenverhältniss von Poly- 
gonen und Maschen, sowie, wo noch Unbestimmtheit vorhanden war, über 
die Neigimg der Polygon- gegen die Maschenseiten und über die Maschen- 
winkei, ergeben sich zahlreiche Specialfälle. 

Capltel II. 

Anfang der systematischen Aufsuchung aller regelmässigen Punkt- 
systeme. Hülfss&tze. 

§. 9. Das Elementardreieck. A sei ein Punkt eines unbegrenzten 
regelmässigen Punktsystems. Ist der kleinste überhaupt vorkommende Ab- 
stand zweier Systempunkte =c, so muss sich zufolge der Regelmässigkeit 
ein Punkt B vorfinden, so gelegen, dass AB = c. Ferner sei C ein Sy- 
stempuukt, so gelegen, dass er unter allen, die Punkte A^ B und einen dritten 
Systempunkt zu Ecken habenden Dreiecken ein Dreieck kleinsten Umfangs 
bestimmt. Es ist nicht undenkbar, dass ein anderer Systempunkt D existirt. 
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80 gelegen, dass AD^=c^ und dass über dieser Linie auf die rorige Art 
ein Dreieck noch kleineren üinfangs constniirt werden kann. Dann soll 
letzteres gewählt werden; es heisse ein Elementardreieck. Das Elementar^ 
dreieck ist also durch drei Eigenschaften deßntrt: 

1. Seine Ecken sind Systempunkte. 

2. Mindestens eine seiner Seifen ist gleich dem kleinsten Funktabstand c. 

3. Unter allen y den vorigen zwei Bedingungen genOgenden Dreiecken 
hat es den kleinsten Umfang. 

Wenn etwa mehrere Arten von Elementardreiecken existirten, so 
wird irgend eine derselben der folgenden Construction zu Grunde gelegt 
Die Seiten des Elementardreiecks (^Elementarlinien) seien a, 6, c, die gegen- 
überliegenden Ecken A^ jB, C, die dortigen Wmkel a, ß, y. Diese Winkel 
mit den ihnen im Elementardreieck zukommenden Schenkellängen heissen 
Elementarwinkel. Zunächst wird das Elementardreieck stets von ungleichen 
Seiten vorausgesetzt; dann sei a^b^c, also a> ß>y. 

Die Regelmässigkeit fordert, dass sich bei dem Punkt A als Scheitel 
jeder der drei Elementarwinkel vorfindet. Also gehn von A als gemein- 
samer Ecke drei Elementardreiecke aus, welche entweder sämmtlich con- 
gruent sind, oder deren eines symmetrisch zu den beiden anderen ist. 
Dasjenige von ihnen, welches den ^a bei A liegen hat, heisse A; die 
andern , welche ^ ß und ^y m A liegen haben, heissen resp. A' und A". 
Die Ecken dieser letzteren werden analog wie die von A? jedoch ein- oder 
zweimal gestrichelt, bezeichnet. Zur Gewinnung fester Vorstellungen wird 
A stets 80 liegend gedacht, da^s c von A aus horizontal nach rechts ver- 
läuft und C oberhalb liegt. 

Innerhalb eines jeden der beiden Hauptfälle (dass nämlich alle drei 
Dreiecke congruent, oder eines symmetrisch zu den anderen) sind wieder 
die Fälle zu unterscheiden, wo drei oder zwei der Dreiecke aneinander 
oder theilweise auf einander, oder wo alle frei liegen. Femer sind jedes- 
mal die Fälle des spitz-, stumpf- und rechtwinkligen Elementardreiecks zu 
untersuchen. 

§. 10. Hülfssätze. 

S atz 1. Im Innern der Ellipse y welche durch C geht undA, B tu Brermr 
punkten hat^ (Elementarellipse) kann kein anderer Punkt des Systems liegen. 
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Beweis: Diese Ellipse ist der geometrische Ort der Spitzen aller 
über der Grundlinie c stehenden Dreiecke kleinsten Umfangs a •-(- & -f- ^ 
und jeder Punkt innerhalb derselben würde ein über c stehendes Dreiedc 
kleineren Umfangs bestimmen, was unmöglich. 

Folgerungen: a. Das Elementar dreieck ist auf Fläche und Seiten 
frei Vim Systempunkten. 

b. Zwei Elementardreiecke können nicht so liegen y dass zwei Seiten 
verschiedener Länge auf einander fallen. Denn sonst trüge eine Seite des 
einen von ihnen einen Systempunkt. 

Satz 2. Der kleinste Winkel, den die von einem Punkt auslaufenden 
Elementarlinien a und h einschliessen können^ ist y^ der kleinste zwischen 
b und c ist a, der kleinste zwischen c und a ist ß. Ebenso ist der 
Winkel zwischen c und c>a, derjenige zwischen b und 6 >y. 

Beweis. 1. Schlössen die von einem Punkt auslaufenden a und b 
einen Winkel ein <y, so w&re seine Gegenseite <c, was unmöglich, da 
c der kleinste Punktabstand des ganzen Systems ist. 

2. Schlössen die von einem Punkt auslaufenden b und c e'men <)C 
•<la ein, so wäre seine Gegenseite <C a. Dieses die Seite c enthaltende 
Dreieck hätte also einen Umfang <a + 6 + c, was unmöglich. 

3. Analog folgt, dass zwischen c und a kein kleinerer <^ als ß 
liegen kann. 

4. Wäre der Winkel zweier von einem Punkt auslaufender c gleich o, 
so brauchte man das hierdurch bestimmte Dreieck, dessen dritte Seite a' 
heisse, nur so auf das Elementardreieck zu legen, dass die gleichen Stücke 
auf einander fielen, um zu sehen, dass a' <Ca sein muss. Dies die Seite 
c enthaltende Dreieck hätte also einen Umfang < a + ^ + ^3 was un- 
erlaubt« — Dies gilt um so mehr, wenn der Winkel zwischen beiden c 
< a ist. 

5. Wäre der Winkel zwischen zwei b gleich j/, so wäre die 
Gegenseite <c, was unmöglich. Dies gilt um so mehr, wenn der Winkel 
<y ist. 

Satz 3. Dass zwei einen Eckpunkt gemeinsam habende Elementar- 
dreiecke theilweise auf einander fallen ^ ist unmöglich für das spitzwinklige 
Elementardreieck; für das stumpfwinklige und rechtwinklige ist es zweifach 
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möglich^ ndmlich sOy dass beide die Seite b oder c gemein haben wnd sym^ 
metrisch zu einander liegen. 

Beweis in drei Theilen: 

1. Zunächst wird versucht, bei G den Elementarwinkel a des zweitem 
Dreiecks irgend wie auf das erste zu legen. 

a) Das Elementardreieck söi spitzwinklig (a < 1 Ä). 

Man lege durch C die Gerade MGN\\AB] dann kann, nach den 
vorigen zwei Sätzen, von C aus keine Elementarlinie c in denjenigen durch 
MN begrenzten Theil der Ebene verlaufen, in welchem das erste Elemen- 
tardreieck liegt, sondern sie kann höchstens in die Grerade MN selbst fedlen, 
nach der einen oder andern Richtung von C aus. Man mache jetzt 
CD= CEsrzc (Fig. 21), und lege den Elementarwinkel «, der ja die 
Schenkel b und c hat, mit seinem Schenkel c in CD oder in CE^ so dass 

• 

b nach der Seite von MN hin verläuft, wo das Dreieck liegt. In CD 
angelegt bleibt dieser Elementarwinkel ganz ausserhalb des Dreiecks ABC^ 
indem beide gerade in anstossende Lage kommen. In CE angelegt, würde 
a seinen Schenkel 6 ganz im Innern des Dreiecks haben, da a> ß^ aber 
<Z,ß -{^Y ^^* ^^ würde ein Systempunkt in das Elementardreieck fallen, 
und das ist unmöglich. 

Verändert man nun die Lage des Elementarwinkels a durch Drehung 
um C, so ist dies nur so möglich, dass c in den freien Theil der Ebene 
jenseits MN verläuft. Hierbei erhält man jedenfalls so lange unmög- 
liche Lagen, als der Schenkel b noch in das Dreieck ABC hineinragt; 
verläuft er aber ausserhalb, so liegen beide Dreiecke gänzlich ausser 
einander. So erkennt man, dass, von gemeinsamem Scheitel aus, der 
Elementarwinkel a überhaupt nicht auf y fallen kann, — und ebensowenig 
y auf a. 

b) Das Elementardreieck sei recht- oder stumpfwinklig (a ^ 1 Ä). 
Mau lege von C aus den -^a beiderseits an CA an, so bilden 

die beiden freien Schenkel den <^ D CE (Fig. 22). Nach den vorigen 
Sätzen darf nun von C aus keine Elementarlinie c in den convexen 
Winkelraum DCE verlaufen, sondern nur in den concaven oder in seine 
Schenkel. Bei Anlegung an CD bleibt der Elementarwinkel a ganz ausser- 
halb des Dreiecks; bei Anlegung axi CE fällt sein Schenkel b in CA. Dies 
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ist eine mögliche Lage^ bei der beide Dreiecke theilweise auf einander fallen. 
Sie liegen symmetrisch und haben b gemein. Bei Drehung des Elementar-* 
winkeis a um C, so dass o in den concaven Winkel D GE ragt, ergeben sich 
jedenfalls so lange unmögliche Lagen (weil der Endpunkt von b einen 
Systempunkt im A il £ C liefert) , bis beide Dreiecke überhaupt nicht mehr 
auf einander fallen. 

2. VerflBhrt man, um den Elementarwinkel ß des zweiten Dreiecks 
von C aus auf das erste zu legen, genau so wie vorher, so ergiebt sich 
gar keine Möglichkeit des theilweisen Aufeinanderfallens beider Dreiecke. 
Ebensowenig wie ß auf y darf dann natürlich y auf ß fallen. 

3. Jetzt wird versucht, bei A den Elementarwinkel ß des zweiten 
Dreiecks auf das erste zu legen. Man ziehe (Fig. 21) von A aus zwei 
Linien, AF=AO=iC so, dass ^ FA C^=^OAB^si a. Dann kann c 
von A aus nicht anders in den convexen Winkel FAG hineinragen, als 
indem es auf AB fällt. Legt man den Elementarwinkel ß an AF oder 
il6^ an, so bleibt er ganz ausserhalb des Dreiecks ABC. Die einzige Art, 
ihn auf dies Dreieck fallen zu lassen, ist, wenn sein Schenkel c auf AB 
fällt, so dass BACsssß. Solange nun a <C 1 JS, ist dies unmöglich, weil 
C C <c sem würde. Für a'^lR ist dies aber eine mögliche Lage des 
theilweisen Aufeinanderfallens beider Dreiecke. Sie liegen symmetrisch 
und haben c gemein. Natürlich ist für das Aufeinanderfallen von a auf fl 
dieselbe Lage die einzig mögliche. 

Hiermit sind alle Möglichkeiten erschöpft, zwei Elementarwinkel von 
gemeinsamem Scheitel aus auf einander zu legen. 

Satz 4. In einem System mit stumpfe oder rechtwinkligem Elemen-^ 
tardreieck kann die kürzeste Elementarlinie von einem Systempunkt höchstens 
zweimal auslaufen. 

Beweit. (Fig. 22). Trägt man in A den Winkel ce an il Cnach aussen 
an , = FA C, and an AB einen ganz wenig grösseren Winkel als a, 
ssi GAB, so kann in den convexen Winkelraum FA von A aus kein e 
verlaufen, ausser auf AB üülend; und in den concaven Winkel FAQ (oder 
in seine Schenkel) darf auch nur ein c fallen, weil dieser Winkel <: a ist, und 
(nach Satz 2) der Winkel zweier c >a sein muss. Also laufen von A 
überhaupt höchstens zwei c aus. 
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Zusatz. Ist das stumpfwinklige EIementardreie<^ gleichsohenklig 
(6 SB» c), so dOrfen von A drei G auslaufen. 

Satz 5. In einem System mit stumpfwinkligem Elementardreieek 
kann ein und derselbe Punkt nur in der Art Scheitel für zwei Elementar- 
winkel a zugleich sein^ dass beide symmetrisch sind. 

Beweis. Wenn beide congruent wären, mflssten um den Punkt A 
vier a herumliegen (Satz 1 und 2), was unmöglich ist 

Zusatz. Ist das Elementardreieek rechtwinklig y so können auch 
zwei congruente Elementarwinkel a die Scheitel in demselben Punkt hahen^ 
nämlich indem sie als Scheitelwinkel liegen. 

Capltel III. 

Anfsuchang aller Systeme, in denen drei congruente angleichseitige Ele- 
mentardreiecke mit verschiedenen Winkeln bei demselbeo Paokt. liegen, 

§. 11. Hier sind drei Fälle möglich, die nach einander zu behandeln 
sind : 

1. AUe drei Dreiecke liegen aneinander, indem zwei gleiche Seiten 
zweier benachbarten zusammenfallen. 

2. Nur zwei Dreiecke aneinander, das dritte getrennt. 

3. Alle drei Dreiecke getrennt 

Theilweises Aufeinanderfallen dieser drei Dreiecke ist, da sie con- 
gruent sind, ausgeschlossen. (Satz 3). 

§. 12. Erster Fall: alle drei Dreiecke aneinander 

Dies ist — abgesehn vom stumpfwinkligen Elementardreieck — in 
dreifacher Art möglich, nämlich in der Reihenfolge A A' A" oder A' A" A 
oder A"AA' (,Fig. 28, 24, 25); für das stumpfwinklige Dreieck nur 
in der dritten Reihenfolge. (Satz 1). 

a) Reihenfolge A A' A" (Fig- 23). Zwei geradlinig aneinander gesetzte 
Elementarlinien 6, wie bei A^ müssen sich bei jedem Punkt des Systems 
finden: so bei B. Zieht man nun durch B eine Parallele zu AC^ so darf 
von B aus kein b in denjenigen durch diese Parallele begrenzten Theil der 
Ebene, in welchem die drei Dreiecke liegen, hineinlaufen (Satz 2); also 
kann der geradlinige Zug bb bei £ nicht anders vorkommen, als indem 
das schon vorhandene b^=iCB über B hinaus um b verlängert wird. 

9* 
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(Fig- 36)- ' 

An 0rHertm FmU werden <&e Syssemponkfee E,F.G g e faideiL Dm 
jetat (ausser wenn a = 1 /T von A. aad soobs toq jedem Syslempmikt, nur 
ein c auslaufen kann (Satz 3}« so mJkssen »h. sowohl in C als in ^, aa 
die dortigen c je iwet Eüeaaenlarwinkel c anfeeen« gvn wie in A. Dies 
ftthrt auf die Punkte H und I. der» Akrtand ^ c. I>em bei C voihaDdami 
Linienbfindel musa ein eKm solches hei B emspreches« so daas c auf BA 
ftUt Dies filhrt unter allen ümstlndeii auf Punkt D. wricher so fiegt^ 
dMS die geradlinige Verlftn|p^nmg tvxi CB ttber B hinans um a ihn trifik. 
Folglich geht aueh jHzi durch B der geradlinige Zug U demdben bei A, 
gennle wie beim s|>itzwinUigen Ekmeata i dr e i e ck . Durch Fortfikhrang der 
Oonstructi\xu entsteht ein unbegrenite« System. — Beim rechtwinkfigen S3e- 
m«a\(artlreieck wird man tu einer Anordnung nach lauter ansioasenden oon- 
gniwtcu Reohteoken geAhrt. welche die ganae Ebene oftDen. so daas auch 
hi«^r k\w ISuikt /) vorkommt. 

hn \%HKhrn fii// vFig. 36;^ sUv»en in B zwei Elementarwinkel a mit 
tiaiii Sohcukc) A ai^iuander. Da nun nicht mehr als zwei c von dnem 
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Punkt ausgehen können (Satz 4), so inuss Linie GF in C einem der beiden 
e bei B entsprechen. Also wird von hier aus GD^s=c gefordert | so dass 
also auch jetzt der Punkt 2), wie im vorigen Fall, als SystempOnkt existiren 
muss. Durch Fortführung der Construction entsteht ein unbegrenztes System. 

Also unter allen Umständen fordert das Vorhandensein dreier an-- 
einanderliegender Elementardreiecke die Existenz eines unendlicheA Streif ens^ 
dessen parallele Grenzlinien mit Systempunkten in gleichet Abständen a 
oder b oder c besetzt sind. Fflr a^lR sind zwei Systdtiüe gefunden, die 
als SpecialfiBlle der folgenden allgemeinen Anordnuüg et^^annt werden. 

§. 13. Fortsetzung des ersten Falls. 

Soll das System nach zwei Dimensionen unbegrenzt sein, so muss 
es ausserhalb des unendlichen Streifens noch Punkte besitzen* Unter ihnen 
sei P ein solcher, dass kein anderer näher als er an einer der Grenzlinien 
des Streifens liege. Von den Punkten dieser Grenzlinie seien A und B die 
beiden nächsten an P (Fig. 27). Welche Seite des Elementardreiecks 
nun auch dea wiederkehrenden Abstand der Punkte der Grenzlinie bilden 
mag, so darf doch stets angenommen werden, däss diese Elementarlinie 
von jedem Systempunkt nur nach zwei gerade entg^engesetzten Richtungen 
verläuft, nämlich nach den in die Grenzlinie fallenden; denn die speciellen 
Fälle, wo sie nach zwei anderen entgegengesetzten Richtungen verläuft, 
sind bereits im vorigen §. erledigt und haben auf unbegrenzte Systeme 
geführt. Schliesst man nun vorläufig Systeme mit rechtwinkligem Elementar- 
dreieck aus, so kann ein dem von A ausgehenden LinienbQndel ent- 
sprechendes nur in einer Lage bei B vorkommen, und fordert dann 
einen Punkt Q, so gelegen, dass PQ== und II AB. So folgt, dass P 
einem zum Ausgangsstreifen parallelen und mit ihm Übereinstimmenden 
Streifen angehören muss. -^ Dass dies auch für Systeme mit rechtwinkligem 
Elementardreieck gilt, ist noch zu beweisen; denn hier kann das bei B 
liegende Bfindel demjenigen bei A in zweifacher Art entsprechend angelegt 
werden. Wäre hier der durch P gehende, dem anfänglichen congruente 
Streifen ihm nicht//, so mttssten sie durch einander hindurchgehn. 

Dies kann nun nicht so geschehn, dass beide einen Systempunkt 
gemein hätten ^ weil von diesem ja der Punkt-Abstand der Grenzlinie nach 
vier Richtungen ausgehn würde. Dass beide Streifen aber auch nicht auf 
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andere Art eich durchschneiden können, folgt auf demselben Wege, auf 
dem in $• 31 Gap. IV* die Unmöglichkeit des Durcheinandergehns altemirend 
beeetsta- Streifen nadigewiesen werden wird. Die dortigen Betrachtungen 
paaaen auf den Torliegenden Fall, sobald asslV? gesetzt wird. — Der 
durch P gehende Streifen moss also dem anDlnglichen parallel sein. 

Im Allgemeinen wird die Forderung der B^elmftssigkeit nur dann 
erfbUt, wenn der durch P gehende Streifen dem durch A gehenden congruent 
ist. Wie Aer zweite gegen den ersten, muss nun ein dritter gegen den 
zweiten liegen, u. s. f. 

So ist ein regelmässiges unbegrenztes System gefunden, XI. (Fig. 27), 
bestehend aus lauter cangruenten, parallelen y unendlichen Streifen ^ welche 
m gleichen Abständen van einander stehn, gleich viel und in demselben 
Sinne gegeneinander ner schoben sind, und auf ihren beiden Orenzlinien 
8§stempunlcte in gleichen Abständen tragen. Dies ist das von Wiener auf 
Ipinz anderem Wege gefundene System. 

Ea hat unter Andwem folgende bemerkenswerthe SpecialiUle: 

a) Wenn der Abstand zweier Streifen gleich der Streifenbreite und 
AP die geradlinige Fortsetzung von CA ist, entsteht das allgemeine paraU 
lelogrammaiische Netz^ welches Bravais seinen krystaUograpkischen Be* 
traehtungen zu Gründe gelegt hat. ^ig. 28). 

b) Abstand zweier Streifen gleich der Streifenbreite , aber A P sy m* 
metrisch gelegen zu AC in Bezug auf die Streifengrenze AB. (Fig. 29). 

c) PA=AC^CB, <PA5=5lÄ, ^ACB = iR giebt das 
System iQckenlos an einander geschlossener regulärer Sechsecke (Fig. 30). 
Dies System gehört eigentlich erst in Ci^. V, da sein Elementardreieck 
gleichschenklig. 

d) und e). Die Systeme des vorigen § (Fig. 25 und 26), welche 
durch zwei aufeinander senkrechte Richtungen symmetrisch theilbar sind« 

In zwei Fällen kann der durch P gehende, dem anfänglichen paral- 
lele Streifen, statt congruent, symmetrisch zu ihm sein. 

Erstens wenn die senkrechte Projection von P auf die nfichate 
Grenzlinie des Auagangsstreifens in einen Systempunkt und zweitens, wenn 
eis mitten zwischen zwei Systempunkte fällt Legt man im ersteren Fall 
den zweiten Streifen // und symmetrisch zum ersten, so muss der dritte 
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symmetrisch zum zweiten, also congruent zum ersten sein, a. s. f. Das 
so entstandene System XU. (Fig. 31) besteht aus gleich weit von einander 
stehenden^ parallelen^ unendlichen^ auf beiden parallelen Grenzlinien dqui- 
distant mit Punkten besetzten Streifen^ van denen je zwei benachbarte eym-^ 
metrisch zu einander stehen. 

Legt man im zweiten Fall einen zum ersten Streifen symmetrischen 
und parallelen durch P, so muss ein dritter Streifen existiren, der zum 
zweiten so liegt^ wie dieser zum ersten, der also dem ersten wieder con- 
gruent ist, u, 8. f. So entsteht System XHl. (Fig. 82), gebildet aus gleich- 
weit von einander stehenden^ unendlichen y abwechselnd symmetrischen^ auf 
den parallelen Grenzlinien in gleichen Abstanden Punkte tragenden Streifen, 
welche so gegeneinander verschoben sind^ dass die senkrechten Projectionen 
der Punkte einer Grenzlinie auf die nächste Grenzlinie des Nachbarstreifens 
mitten zwischen zwei dortige Punkte fallen. 

§. 14. Zweiter Fall: Zwei Dreiecke aneinander^ das dritte getrennt. 
Drei Lagen sind möglich: 

a. A und A' niit c aneinander, A" frei (Fig. 88), 

b. A' . A" . a , A « ( « 34), 

c. A" . A . 6 . A' . ( « 85). 

eTedoch beim stumpfwinkligen Elementardreieck ist die zweite Lage 
unmöglich (Satz l). 

Es können zwei Fftlle stattfinden: Entweder liegt nur ein Elementar- 
winkel a mit seinem Scheitel in jedem Systempunkt; oder er konmit mehr- 
mals vor. Zunächst wird der erste Fall angenommen. 

Lage a. (Fig. 33). So wie die Elementarwinkel ß und y beim 
Punkte A gegen a liegen, müssen sich entsprechende bei A^ finden. Sie 
gehören zwei neuen Elementardreiecken an, und das in jedem von diesen 
liegende a fordert wieder ein ß und y^ so wie am Punkte A^ neben sich. 
So fortschliessend erkennt man, dass sich lauter Elementarlinien a als 
Sehnen eines Kreises aneinanderschliessen müssen, an denen die Elementar- 
dreiecke nach aussen hin liegen; und andererseits von demselben Punkte A 
aus lauter Elementarlinien h als Sehnen eines anderen Kreises, an denen 
ebenfalls Elementardreiecke nach aussen hin liegen. Man zeigt leicht, daes 
beide Arten aneinandergereihter Sehnen sich zu gewohnlichen regulären 
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Polygonen schltessen müssen; {auch nicht etwa zu Stempolygonen). Zu 
dem Zweck ist nur nachzuweisen, dass auf dem kleineren der zwei Peri- 
pherietheile, die durch eine Sehne a (resp. b) gebildet werden, kein Punkt 
des. Systems liegen kann. Ueber der Sehne a liegt (Fig. 36) das Elementar- 
dreieck BCA nach dem kleineren Kreisabschnitt hin. Seine Ecke A liege 
zunächst ausserhalb (oder gerade auf) der Peripherie. Auf dem in das 
Dreieck fallenden Theil der Peripherie kann kein Systempunkt liegen 
(Satz 1); ebensowenig auf dem bei B benachbarten Theil der Peripherie 
ausserhalb des Dreiecks, weil ein solcher Punkt von B um <Cc abstehen, 
würde. Läge endlich ein Systempunkt P auf dem bei C benachbarten 
Peripherietheil, so folgt aus stumpfwinkligen Dreiecken, dass PB<ia^ 
PA<<bf folglich /\PAB von kleinerem Umfange als a + 6 -|- c, und dabei 
Seite c enthaltend, also unmöglich. 

Liegt die dritte Ecke des Elementardreiecks innerhalb jenes Kreises, 
in A', so ist wieder PB<Ca. Um aber jetzt zu erkennen, dass auch 
PA'<cCA' sein muss, beschreibe man mit CA als Radius einen Kreis 
um A'. Selbst im ungünstigsten Falle, dass die zwei Abschnitte des anfä^ng- 
lichen Kreises beinahe gleich sind, und dass A fast im Mittelpunkte des- 
selben liegt, schneidet der um A' beschriebene Ejreis den anftnglichen, 
ausser in Q, in einem Punkte des grösseren Peripherieabschnitts, so dass 
alle Punkte des kleineren, und somit auch P, in sein Inneres fallen, also 
von A' um < CA abstehen. — Folglich würde Pdnkt P als Systempunkt 
wieder ein Dreieck mit Seite c und von zu kleinem Umfeuig bestimmen, 
darf also nicht existiren. 

Ganz analog folgt, dass die Sehnen b (und noch einfacher, dass die 
Sehnen c) sich zu einem regulären Polygon schliessen müssen. 

Führt man dieselben Betrachtungen fdr die zwei anderen Lagenh. und c 
der drei Elementardreiecke durch, so erkennt man, dass zwei mit den Ecken 
in A zusammenstossende reguläre Polygone mit verschiedenen Seiten ge- 
fordert werden, auf deren umschriebenen Kreisen keine anderen System- 
punkte stehen. Jedes von ihnen ist also ein isolirtes reguläres Polygon» 
das die Bedingungen des Cap. L erfüllt. Also können hier nur solche 
Systeme hervorgehen, die dort bereits gefunden sind, so dass es uunöthig 
ist^ weiter auf ihre Aufsuchung einzugehen. Wollte man es aber doch thun, 
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SO müsste man beachten, dasB die in A zusammenstossenden Winkel beider 
Polygone 2R betragen müssen. Hat nun das eine m, das andere n Seiten, 
so folgt dass 

1 + 1 = 1 

m~ n 2 

sein muss, und hieraus folgt wieder, dass nur entweder ein reguläres Sechs- 
und ein Dreieck, oder zwei verschiedene Quadrate in A zusammenstossen 
können, während zwischen ihnen zwei congruente Parallelogramme, je aus 
zwei aneinanderliegenden Elementardreiecken gebildet, liegen. Die Con- 
struction der Systeme für beide Fälle liefert System I und IV. 

§. 15. Zweiter Fall. Fortsetzung. Wenn der Elemeniarwinkel a 
mehr als ein Mal mit dem Scheitel in einem Systempunkt liegt, kann man 
nicht wie im vorigen Paragraphen auf die Existenz regulärer Polygone 
schliessen. — Ein zweites a könnte bei A in zweifacher Axt vorkommen: 
Entweder in den Lücken zwischen den drei Elementardreiecken; oder, 
bei a ^ 1 i{, theilweise auf jenen Elementardreiecken. Zunächst wird die 
erstere Möglichkeit untersucht, und zwar für Lage a. (Fig. 33). Versucht 
man den Elementarwinkel a mit dem Scheitel in A zwischen die Dreiecke 
A' und A" hineinzulegen, so werden durch Satz 2. mehr als 4/? um il 
herum gefordert, was unmöglich. — Legt man aber denselben Winkel in 
den Raum zwischen A und A", und zwar an eine der dortigen Seiten b 
an, so bleibt für den Winkel If^A C zwischen A' und A'' weniger als y übrig. 
Somit kommt sowohl ^ als ^ bei A nur ein Mal vor, also bei jedem System- 
punkt nur ein Mal. Also muss sich zu dem in B\ liegenden <4^ /?, ein <^ ^ 
ebenso liegend finden, wie bei A. Die Schenkel a der Dreiecke A', A" 
und des eben construirten Winkels y liegen als aneinandergereihte Sehnen 
in einem Kreise. Da aber ihr Winkel < y, folglich < 60** ist, so würde hier- 
durch auf dem kleineren der zwei durch Sehne a bestimmten Peripherietheile 
ein Systempunkt gefordert werden, was im vorigen Paragraphen als unmög- 
lich bewiesen. 

Legt man endUch Winkel a in denselben Winkelraum wie vorher, aber 
an keines der beiden Dreiecke an^ so werden wieder mehr als 4jI? um A 
herum gefordert. — Analoge Betrachtungen gelten für die Lagen b. 
und c. (Fig. 34 und 35). Also kann der Elementarwinkel a nicht em 
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zweites Mal bei A vorkommen, indem er zwischen den dortigen drei Dreir 
ecken liegt. 

§. 16. Zweiter Fall. Fortsetzung. Jetzt wird untersucht, ob fOr 
a ^ 1 jß, ein zweiter Elementarwinkel a bei A liegen kann, indem er auf 
eins der dortigen Dreiecke flUlt Sein zugehöriges Elementardreieck heisae &. 
Dann ist das Vorkommen von ^ nur auf folgende Weisen mö^ch (Säte 8): 
Bei Lage a. oder c. haben a) entweder A' und ä die Seite e gemein und 
liegen symmetrisch aufeinander; /9) oder A'' und J haben b gemein und 
liegen synounetrisch aufeinander; y) oder beides findet zugleich statt; diea 
letztere kanui wenn a^^lBj auch bei Lage b. eintreten. 

Lage a,ct). Gegeben und £e stumpfwinkligen Elementardreieoke 
A A' A'' <^ in der gegenseitigen Lage der Fig. 37. Von A kann ausser 
AB kein weiteres c ausgehen. (Satz 2). Sowie in A zwei o an dem ge- 
meinsamen Schenkel c liegen, muss es in jedem Systempunkt sein, z. B. in 
A" und ff\ wodurch die Punkte E und F gefordert werden. Punkt F musa 
(abgesehen von dem nachher zu betrachtenden SpecialfSEtU, dass J^ in D fidlt) 
auf derselben Seite von AD liegen, auf der A'' liegt) weil sonst entweder 
F in die Elementarellipse fiber AB^ oder D in die Elementarellipse ttber 
A" B' fiele. In A" muss nun der Scheitel eines Winkels y sein, der ent- 
sprechend liegt, wie A'' in A. Dies ist zweifach mOglich, je nachdem man 
annimmt, dass Winkel B'A''A oder B'A"E dem ^ades Dreiecks A entspricht. 

Erstere Annahme kftme auf dasselbe hinaus, als läge bei jedem Punkt 
nur ein er, sie kann also auf nichts Neues ftlhren. Also wird die zweite An» 
nähme gemacht; dann ist das Dreieck A" GH so zu legen, dass Winkel EA O 
= GAA\ also G£'IIAD und GH II AB. 

Nun bestimmen die Punkte CAA'G ein Viereck mit drei gleichen 
Seiten i, deren erste und dritte von den Enden der zweiten her convergiren, 
so dass die vierte Seite CG jedenfalls <ib ist. Solange nun A''G die ilC 
nicht schneidet, hat das die Seite c enthaltende Dreieck GHC hei G einen 
Winkel <1 a und dabei Seite CG<h^ also kleineren Umfang als das Elemen- 
tardreieck, was unmO^ch. 

Schneiden sich aber beide Linien, so kommt entweder G in's Innere 
der Elementarellipse über iiJB, oder C in's Innere der entsprechenden 
Aber GH. Somit ist auf diese Art kein regelmässiges System möglich. 
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Nur in dem Falle, dass H m C ftUt, entsteht kein Widerspruch, 
ist zugleich der vorhin zurQckgestellte Specialfall, bei dem F m D 
£Bllt. Jetzt bestimmen die Punkte OCABC drei aneinanderliegende Ele- 
mentardreiecke, welcher Fall schon früher behandelt ist. Durch Fortführung 
dieser Gonstruclion gelangt man zu einem Specialfall des im §. 13. ge- 
fundenen Systems Xm. 

fßr a=lÄ sind die Dreiecke AA' und ADC (Fig. 37) drei 
aneinanderliegende Elementardreiec^e. Dieser schon früher behandelte Fall 
kann also nichts Neues liefern. 

Lage a,/9). Gregeben sind die stumpfwinkligen Elementardreiecke 
A A' A'' S in der gegenseitigen Lage der Figur 88. Von jedem System- 
punkt müssen zwei und nur zwei (Satz 4) Elementarlinien c auslaufen, in 
der Art wie bei A. Die zweite von B ausgehende c kann nur die Lage 
BE haben, II DA (Satz 1 und 2). In D und in E muss sich unter 
demselben Winkel wieder je ein c anschliessen. Wenn dies in D die Lage 
DF hat, muss es in £ die Lage EO haben (zufolge der Regelmässigkeit), 
und es entsteht ein unendlicher wellenförmiger Zug von Elementai*linien e. 
Wenn aber von D aus cllBA verläuft, s= DHj muss auch EI II AB sein, 
und es entsteht ein unendlicher treppenfürmiger Zug von Linien c. Durch 
jeden anderen Punkt des Systems muss nun ein ebensolcher Zug gehen, 
z. B. durch Ä\ Da nun Ä'B* = c keiner der Richtungen // sein kann, die 
dem Zuge DAB angehören, so müssen beide unendlichen Linienzüge con- 
vei^iren, also irgendwo sich durchschneiden. 

Würde dieser Schnitt so erfolgen, dass beide einen Systempunkt ge- 
mein hätten, so gingen von diesem mindestens drei c aus, was unmöglich 
ist. Würde aber ein c des einen Zuges ein c des andern schneiden, so 
hätten jedenfalls zwei Systempunkte einen Abstand <1 c, was wieder unmög- 
lich. Also wird man stets auf Widersprüche geführt. 

Ist aber a^lii, so ist (Fig. 38) A"" BT II AD, so dass beide Züge 
sich nicht schneiden. Nun muss aber auch durch C ein solcher Zug gehen. 
Dass dieser gegen die vorigen convergirt^ ist unmöglich. Aber er kann 
ihnen auch nicht // sein, sonst müsste er durch A'' und 9 hindurch, wobei 
stets ein Systempunkt auf Fläche oder Seite des einen dieser Dreiecke 
fallen würde, was unmöglich (Satz l,a). 

y 10* 
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Somit wird man auf kein regelmässiges System geführt. 

Lage a, y). Dreieck d liegt theilweise auf A' und auf A", zu beiden 
symmetrisch, und hat mit ersterem c, mit letzterem b gemein (Fig. 89). 
Wäre « == 1 Ä, so bildeten A A' A" drei aneinanderliegende Dreiecke, welcher 
Fall schon behandelt ist. Es sei also a>\R, Sowie bei A zwei anstoa- 
sende Elementai-winkel a liegen, muss es bei jedem Punkt sein, z. B. bei C. 
Läge hier c= CD II BA, so bildeten die Dreiecke DCA^ /\ und A' einen 
Streifen von drei aneinanderliegenden Elementardreiecken; folglich könnte, 
wenn überhaupt ein regelmässiges System mOglich ist, jedenfaUs kein neues 
entstehen, da dieser Fall schon §. 12 ff. erledigt ist. — Jetzt sei also CD 
nicht II BA. Es habe aber zur vorigen symmetrische Lage in Bezug auf 
Cil, so dass DCA=^a. Ein Linienbündel gleich dem bei ^ muss nun 
von jedem Punkt ausgehen. Dadurch wird gefordert, dass auch von A aus 
vier aufeinanderfolgende b als Sehnen eines Kreises ausgehen. So mnw 
ein reguläres Polygon mit Seite b entstehen; und da es isolirt liegt, führt 
es nur auf Systeme des Cap. L, nämlich wie die Ausführung der Construo- 
tion zeigte auf Fig. 4, 13, 14, welches Specialf&lle von L und IV. sind. 
Jetzt habe CD eine beliebige andere Lage. Dann darf CE^=b mit CA 
nur einen spitzen Winkel w bilden. Sowie jetzt von C drei b und ein c 
auslaufen, muss es auch bei A sein, d. h. hier muss noch ein 6 in den 
Winkelraum CAA" hineinlaufen. Dies ist zweifach möglich: Es bildet ent- 
weder mit AC oder mit AA" den Winkel co. 

Im ersteren Fall schliesst sich an dies b = AF das Elementardreieck 
so an, dass FG^=c von C weggewandt ist (Fig. 39). Nun bilden Dreieck 
AFG, A? A' und J vier so gelegene Dreiecke, wie sie bereits in dieseni 
Paragraphen sub a, a) untersucht sind , so dass hieraus kein neues System 
entspringen kann. 

Im anderen Fall bekommt das Dreieck AFO eine gegen vorher um- 
gewendete Lage AF' G\ Denkt man jetat die Figur von der Hinterseite der 
Ebene her betrachtet, so enthält sie wieder vier Dreiecke von der Lage 
der sub a, er) betrachteten nämlich AF G\ cJ, A und ABH, wo BH der 
Schenkel b des zweiten bei B geforderten Elementar winkeis a ist. Somit 
kann auch hier kein neues regelmässiges System entspringen. 

§• 17. Zweiter Fall. Fortsetzung. Lage b kann beim stumpfwink- 
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ligen Elementardreiecjke nicht stattfinden. (Satz 1). Beim rechtwinkligen 
giebt es auch nur die eine Möglichkeit des zweimaligen Vorkommens von 
a bei J, dass d auf A' und A'' zugleich liegt, und diese ist stets von selbst 
erfüllt. Vgl. Fig. 34, in der a und folglich A' AA" ^=IR gemacht zu denken 
ist; hier ist Dreieck Ä AÄ' = d. Nur zwei e können von einem Punkt 
ausgehen, so wie es bei A der Fall. Das von A! entspringende zweite 
cs=i AD hat nur die eine mögliche Lage , welche gezeichnet ist. Das von 
B entspringende zweite c kann entweder nach der in der Figur angegebenen 
Richtung verlaufen ^= BE; dann entstände ein reguläres Polygon mit 
Seite c, also nichts Neues. Oder c verläuft nach der andern Seite; dann 
würden die c einen wellenförmigen Zug bilden, dessen Existenz sich wie 
bei Lage a,/9 (§. 16) als unmöglich erweist. 

Lage c, a). Die stumpf- oder rechtwinkligen Dreiecke A A' A" ^ 
haben die Lage der Fig. 35. Von A' muss ein zweites c ausgehen, ebenso 
wie es bei A der Fall. Seine einzig mögliche Lage ist die gezeichnete 
gleich A' E. Da« zweite von B ausgehende c kann nun entweder den Linien- 
zug E A' A B so fortsetzen, dass alle vier Linien die Sehnen eines Kreises 
bilden. Indem nun ein ebensolches Linienbflndel wie von E auch von 
A ausgehen muss, wird die Schliessung dieses Sehnenzuges zu einem regu- 
lären Polygon gefordert. Und weil bei A kein drittes c vorkommen kann, 
ist es ein isolirtes Polygon. Wenn also hier überhaupt ein System entstände 
(was übrigens nicht der Fall), so wäre es jedenfalls eins der in Cap. I. 
ermittelten. 

Oder das zweite von B ausgehende c verläuft in solcher Richtung 
dass EÄABF einem unendlichen wellenförmigen Zuge angehören; aber 
dann entstehen Widersprüche. Denn der convexe Winkel A'AB kann 
(Satz 2) nicht <;2a-|-2/ ^^^9 folglich der gleichnamige concave nicht 
>2ß. Dasselbe gilt fOr den ihm gleichen Winkel iiJSjP. Dieser aber kann 
nicht <,2ß sein. Also bleibt als Grösse dieses Winkels nur 2ß übrig. 
Dann aber ist B'D^=^c. Da nun die Fortsetzung des Zuges CB^D zu 
einem mit dem vorigen übereinstinmienden Wellenzuge unmöglich ist^ 
(Satz 1), und doch durch B' ein solcher gehen müsste, so entsteht hier 
kein regelmässiges System. / 

Lage c,/3). Sollte d symmetrisch auf A'' liegen, so mflssten von 
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A drei c auslaufen, was unmöglich (Satz 4), sowohl f&r a>, alst fOr 
et ^ss 1 R. 

Lage c, y). Wenn S symmetrisch auf A' and A'^ zugleich liegt 
(Fig. 40, cf. Xlla.), so folgt wie bei Lage c,a) dieses Paragraphen, dasa 
die c entweder ein reguläres Polygon oder einen unendlichen wellenförmigen 
Zug bilden mflssen. Im ersteren Falle können, da das Polygon isolirt liegt, nur 
Systeme desCap. L entstehen (nfimlich Fig. 14, wie nftheres Eingehen zeigt). 

Im Falle des Vorhandensdns von WeUenzflgen müssen solche durch 
jeden Punkt gehen, so durch C und C\ Dass die Wellenzüge nicht con- 
vergiren dürfen, ist schon bewiesen (§. 16). Sollen also die beiden durch 
C und durch C gehenden Züge dem durch A gehenden // sein, d. h. // AA\ 
so kann dies nur dadurch geschehen, dass beide zusammenfallen. Da nun 
CE und C E' H AA sind, so müssen zwischen C und C drei e liegen, 
wie die Fig. 40 angiebt. Dies System Xlla. ist ein Specialfsll des früher 
gefundenen Systems XU. 

Für a :s 1 jR entstehen drei aneinanderliegende Dreiecke, folglich 
nichts Neues. 

§• 18. Dritter Fall. Alle drei Dreiecke getrennt Wenn die drei mit je 
einer Ecke im Punkt A liegenden Dreiecke A A' A'' getrennt sind, können 
sie entweder in der genannten Reihenfolge (dieselbe im Sinn der Uhrzeiger- 
drehung gezfthlt) um A herumliegen, oder in der Reihenfolge A A'^ A'* Den 
ersteren Fall erhalt man aus der Fig. 28 oder 24 durch Trennung der dort 
aneinanderliegenden Dreiecke. 

Die Reihenfolge A A'^ A' ist überhaupt nur für die eine Lage mög- 
lich (Satz 2), dass alle drei Dreiecke // liegen. Dies liefert ein System, 
nSmlich den schon früher gefundenen SpeciaUall des Systems XI. (Fig. 28) : 
das Bravaiesohe paraUelogrammatische Gritter. 

Jetzt seien die Dreiecke in der Reihenfolge A A' A'' bei A. Zuerst 
wird angenommen, der Elementarwinkel a komme hier nur einmal vor. 
Dann folgt wie im §. 14 die Existenz eines regulftren Polygons mit Seite e 
und eines solchen mit Seite b; sie sind isolirt, also müssen die hier ent- 
springenden Systeme schon im Cap. I. enthalten sein. (Da übrigens sich 
ergiebt, dass das Polygon mit Seite e hier nur ein Dreieck sein darf, so 
entsteht kein System, denn dieses Dreieck htttte zu kleinen Umfang). 



N 



L. Sohneke^ die r§gßimamgm ebenen Pimkteyeieme. 79 

§• 19. Nimmt man femer an, a liege zwei Mal bei A^ so zeigt sich, 
wie im §• 15, daas der zweite Winkel a jedenfalls nicht in den Lücken 
xwiachen den drei Dreiecken liegen kann. 

Liegt aber der zweite Winkel a, einem Dreieck d angehörig, aof 
einem der anderen drei Dreiecke, so giebt es dafür die drei Möglichkeiten 
des §• 16, indem a'^lR ist 

a) A' und d haben Seite e gemein and liegen symmetrisch auf ein- 
ander. (Vergl. Fig. 85, in der nur A und A'' nicht aneinanderliegend zu 
denken sind). Dass hier keine neuen Systeme entstehen können, folgt wie 
§.17 sub c, a). Denn die e bilden entweder isolirte reguläre Polygone oder 
miendliche Wellenzflge. Letzteres ist aber ausgeschlossen, weil Seite c des 
Dreiecks A'' hier keiner der drei JKchtungen EA\A!A^AB des Wellenzugs 
hei A // ist, also einem Wellenzuge angehören mOsste, der den anderen 
schnitte. 

* ß) Dass A'' und J Seite b gemein haben und auf einander liegent 
wQrde drei von A auslaufende c verlangen, was unmöglich. (Satz 4). 

y) Liegt ^ synmietrisch auf A' und A'' zugleich, so ftndert sich« 
fbr a'^lRf an den Betrachtungen des FaUs a nichts Wesentliches, so dass 
sich wieder kein neues System ergiebt. Fflr assz IR aber wfirden A' 
und A'' an einander liegen, was mit dem in §.17, Lage b, behandelten Fall 
flbereinkame. 

§. 30. Resultat dieeee CaptteU. Ausser solchen regehnftssigen 
Systemen, welche schon in Gap. I. gefanden sind, haben sich noch drei 
neue Systeme ergeben. Diese enthalten unendliche, parallele, in gleichen 
Abstanden von einander stehende Streifen, die auf den beiden Grenzlinien 
in gleichen Abständen mit Punkten besetzt sind. Die Streifen sind ent^ 
weder congruent, und jeder ist gegen den vorhergehenden gleichviel und 
in demselben Sinne verschoben (System XI.); oder sie sind symmetrisch^ 
und je zwei benachbarte haben auch symmetrische Lage (XXL); oder sie 
sind aus der vorigen Lage um den halben Punktabstand der Grenzlinien 
gegen einander verschoben (XUL). 
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ClBpitellT. 

AoftaekmAg Aller Srcteme, ib demeB drei asgleickteitige Elementar- 

dreiecke, deres xwei eoBgraeBt fiBd. wftkreBd i.%% dritte tymmetritck 

ist, mit TertckitdeBeB WiBkelB bei demselben Pankt liegen. 

§. 31. Man httt fiknf Fille ra unterscheiden: 

1. Beide eongmenlen Dreiecke an einander, das aymmetrische auf 
einem von ihnen. Dies ist nur mö^ich fftr a ^ 1 J? (Sat^ 3). 

2. Bade congroenten Dreiecke an einando-. das symmetrische ge- 
trennt. 

3. Zwei symmetrisdie Dröecke anf einander, das dritte getrennt. 
Nor mö^ch bei a ^ 1 jR. 

4. Alle drei Dreiecke getrennt. 

5. Alle drei Dreiecke auf einander. Nur m(^{lich b^ a'^lR. 
Innerhalb dieser Fille sind wieder die CnterfiÜle zu unterscheiden: 

a) A* symmetrisch zu A und ^j^', 

b) Jii' symmetrisch zu Z^" und i\ 

c) A' und A ' symmetrisch zu A- 

§• 22. Erster Fall. Zwei eangmente Dreiedce an einander , das 
symmetris^ auf eine^n von ihnen. 

Unterfail a). A" sjfmmeirisch zu A und A'- Jetet kann nur A" 
symmetrisch auf i:\ liegen, indem beide Dreiecke b gemem haben. 

Zundehst wird angenommen^ Elemeniarwinkel a liege nur ein Mal 
bei jedem Punkt Daim muss bei C Winkel ß dem a ebenso anliegen, wie 
bei A (Fig. 41). In dem so geforderten Elementardreieck BT CD muss 
Winkol ;' oltouHo in n liegen, wie bei A. So fortschliessend erilcennt man, 
cIhmh dio Punkte in abwechselnd gleichen Abst&nden b und d auf den 
parallolon Grtuizlinien eines unendlichen Streifens hegen, welcher im Uebrigen 
puiikUnii Hein muss (Satz 1)« 

hu Unter/alt b), wo A' symmetrisch auf A hegt, findet man ana- 
hig i^iniMi altt^rnir^nd besetzten unendhchen Streifen; hier sind aber die 
Almtändt^ ü und d. 

l)w Unttr/all o) kann im hier behandelten Fall 1. für a > lÄ Ober- 
liau|)i nicht «»intret^M), weil er verlangen wQrde, dass die beiden congruenten 
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Dreiecke A' und A'' mit a an einander liegen, was anmöglich (Satz 1), Fflr 
mssilR ist es zwar möglich, gehört aber dann zu Fall 5. 

Soll das System nun nach zwei Dimensionen unbegrenzt sein, so muss 
es ausserhalb des aitemirend besetzten Streifens noch Punkte besitzen. P 
sei ein solcher, dass kein anderer nfther als er an einer der Grrenzlinien 
des Streifens liege. Ein dem von A ausgehenden entsprechendes Linien- 
bflndel muss sich bei C finden. Da hier nur ein a liegt, ist die Lage des 
Bündels eindeutig bestimmt. So wird ein Punkt Q gefordert, symmetrisch 
zu P in Bezug auf eine Grade MN^ die, mitten zwischen A und C hindurch- 
gehend, den Anfangsstreifen symmetrisch theilt. Es ist klar, dass diese 
Gerade ebenso das ganze System symmetrisch theilen muss. Wie jeder 
Punkt, so muss auch P der Grenzlinie eines dem ersteren entsprechenden 
wiendlichen Streifens angehören. Zun&chst wird angenommen, dieser Streifen 
laufe dem ersteren //, so kann er, da er durch MN symmetrisch getheilt 
werden muss, nur zwei Lagen haben: entweder so, dass PQ gleich dem 
kleineren, oder dass es gleich dem grösseren der zwei auf der Grenzlinie 
abwechselnden Punktabstftnde ist Im ersteren Falle liefert die Weiter- 
fthrung der Construction em System aus abwechselnd symmetrisch gestellten, 
auf den Grenzlinien aitemirend besetzten^ unendlichen Streifen^ welches tVi- 
dessen lauter isolirte Rechtecke enthalt und somit schon in Cap. L enthalten 
ist; es ist System VI. Im andern Fall besteht das System aus denselben 
Streifen^ in denselben Abständen, deren je zwei aber gegen vorher um eine 
Strecke f gleich dem arithmetischen Mittel der zwei abwechselnden Punkte 
abstände, gegeneinander verschoben sind. Dies System ist nicht wesentlich 
von dem in diesem Capitel gefundenen System XII. verschieden. 

Wenn aber der durch P gehende unendliche Slareifen gegen den 
aoftnglichen convergirt, so muss der durch Q gehende symmetrisch 
zu ihm liegen in Bezug auf MN. Wftren diese beiden //, so hätte 
man die vorigen beiden Systeme und darin noch die Punkte des 
Anfangsstreifens, was unmöglich. Sind sie nicht //, so müssen sie sich 
durchschneiden, und zwar ohne einen Systempunkt gemein zu haben, 
denn ein solcher wQrde fCtr zwei Elementarwinkel a der Scheitel sein, 
was in diesem Paragraphen ausgeschlossen. Diesen Schnitt zeigt 
Fig. 43, resp. 43, ftlr die Falle, wo keiner oder einer der beiden 
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alternirenden Punktabstftnde der Streifengrenze gleich c ist. In beiden 
Figuren sind ABC und A'ffC zwei symmetrisch sich durchschneidende 
Elementardreiecke. Da nun im symmetrischen Paralleltrapez eine nicht 
parallele Seite stets <; die Diagonale ist, so ist in beiden FftUen C'A<:& 
und C'B<Za. Folglich ist beide Mal ABC* ein die Seite c enthaltendes 
Dreieck von zu kleinem Umfange. Also entstellt hier kein regelmässiges 
System. 

§• 28. Erster Fall Fortsetzung. Elementarunnkel a komme mehr 
als ein Mal bei jedem Punkt vor. 

Unter/all a). A" symmetrisch zu A und A'. Nur für « =t 1 if 
könnte das den zweiten Winkel a enthaltende Dreieck ^ zu A congruent 
sein, und dann mflsste es als Scheiteldreieck zu ihm liegen, wodurch ein 
Specialfall des Systems XI. entsteht. Wenn aber a ;> 1 A, so ist J sym- 
metrisch zu A (Satz ö). Zunächst möge ^ frei liegen (Fig. 44); dann 
ftkhren dieselben Betrachtungen, wie in §. 16, Lage a,/?) darauf dass hier* 
bei kein regehnftssiges System möglich ist. 

Wenn aber Dreieck d mit Sehe b dem Dreieck A anliegt, so müssen, 
wie bei A zwei Elementarwinkel a aneinanderliegen, sich bei .C zwei eben- 
solche finden, d. h. es muss CF gleich und fl BA sein. Die Dreiecke FCA^ 
A und A' sind nun drei aneinanderliegende, und dieser Fall ist früher er» 
ledigt (§. 12, Fig. 26). 

Wenn endlich d mit Seite c dem A anliegt, so mtkssen in gleicher 
Weise wie bei A auch bei B und C zwei a mit Schenkel c aneinanderliegen. 
So entsteht eine Zusammenstellung von Dreiecken, wie sie schon im §. 16 
bei Lage a,^) Fig. 39 untersucht ist, so dass hier kein neues System ent- 
springen kann. 

Unter/all b). A' symmetrisch zu A^' und A* Wieder kommt nur 
a >> 1 /2 in Betracht, wobei das den zweiten Winkel a enthaltende Dreieck ä 
symmetrisch zu A ist. (Fig. 45). Wenn d und A getrennt liegen, so 
bilden die beiden von A auslaufenden c jedenfalls einen Winkel > a (Satz 2). 

So wie in A müssen auch in zwei £lementarwinkel a liegen. Der 
Schenkel CG=b des zweiten ist jedenÜEdls nicht // Aß^ sondern conver* 
&^ g^gen ß hin. Ist nun C C ^ 6, so kommt G in's Innere der Elemen- 
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tarellipae Ober AB; ist aber CC'<Cb^ bo kommt C in's Innere der Ele- 
mentarellipee über CF. Beides ist unerlaubt (Satz 1). 

Wenn 6 und A mit b aneinanderiii^en, wird CF gleich und II DA 
gefordert Aber die Dreiecke FCA^ i und A' sind^, also ist dieser Fall 
achoü früher eriiedigt (nflmlich §^17^ Lage c,/), Fig. 40). Liegen endlich 
A und 9 mit c aneinander, so muss auch in B neben dem a des Dreiecks 
A' ©in zweites a=^ABH anliegen. Weil nun die Dreiecke ABHj /^ und A*' 
congruent sind, ist dieser Fall schon früher erledigt (§. 12, Fig. 25). 

§. 24. Zweiter Fall. Zwei congruente Dreiecke aneinander^ daä 
symmetrische getrennt. 

Zunächst liege a nur ein Mal bei jedem Punkt 

ünterfall a). A ^ A' aneinander, das synmietrische A" getrennt 
(Fig. 46). So wie die Elementarwinkel ß und y bei A gegen a liegen, 
müssen sie sich auch bei AP finden. Sie gehören zwei neuen Elementar- 
dreiecken an, und das in jedem von letzteren enthaltene a fordert wieder 
ß und Y so, wie bei Ay neben sich. So fortschliessend erkennt man, dass je 
vier Elementarparalldogramme (bestehend aus zwei mit c aneinanderliegendMi 
Elementardreiecken) sich mit den Ecken aneinander reihen und dadurch ein 
Parallelogramm mit denselben Seiten, aber beliebigen Winkeln umsdilies- 
sen. Die vier herumstehenden Elementarparallelogramme sind abwechselnd 
lymmetrisch« 

Das so entstehende regelmassige System Xni'., gebildet aus zwei Arten 
van Parallelogrammen mit denselben Seiten^ aber ungleichen Winkeln j ist 
indess nicht wesentlich verschieden von dem System XIII. (§. 13), denn 
AD und BE lassen sich als Grenzlinien eines unendlichen Streifens ansehen, 
and A"G und B'F als die eines parallelen sjmimetrischen Streifens, det 
gegen den ersteren um \AD verschoben ist. 

Die Unter/alle b) und c) liefern ebensolche Systeme, nur dass dort 
a und 6, resp. b und c als Parallelogrammseiten auftreten, statt der eben 
vorgekotnmenen a und b. 

§. 35. Zweiter Fall. Fortsetzung. Jetzt liege ^ nochmals bei A^ 
son&chst aber nur iü den Lücken zwisdien den vorhandenen Dreiecken. 

Unterfall a). Sowohl wenn man den zweiten Elementar winkel a mit 
seinem Schenkel b an A"» als wenn man ihn an A anlegt, erh&lt man 



34 L* Sohnck€j die regehnämgen ebenen Punkteyiteme. 

mögliche Anordnungen, gebildet aus unendlichen Streifen, deren Grenzlinien 
im ersten Fall im Abstände a, im zweiten im Abstände b mit Punkten be- 
setzt sind. Je zwei Nachbarstreifen liegen aneinander und zwar symmetrisch. 
Das ist aber der Specialfall b. des früheren Systems XI. (Fig. 29). Sucht 
man dagegen den zweiten Winkel a irgend wie anders in die Lflcken za 
legen, so entstehen V^dersprfiche, indem nach Satz 2. mehr als 4 22 um 
A herum gefordert werden. 

Bei Unterfall b) geben dieselben Betrachtungen eines der eben g^ 
fundenen Systeme und ein entsprechendes, bei dem die Grenzlinien im Ab- 
stand c besetzt sind. 

Im Unterfall c) (Fig. 47) kann a sowohl an A' als an A" angelegt 
werden, wodurch ein Streifen dreier aneinandergereihter congruenter Drei- 
ecke entsteht, was schon im vorigen Oapitel untersucht ist. Jede Hinein- 
legung von a in die Lficken auf andere Art führt nach Satz 2. auf Wider- 
sprüche. 

§. 26. Zweiter Fall. Fortsetzung. Der zweite Elementarwinkel 
er, ^ 1 JZ, angehOrig einem Dreieck ^, liege auf einem der gegebenen drei 
Dreiecke. 

Unterfall a). A und A' mit e aneinander, A" symmetrisch und 
frei. Zufolge Satz ö. ist die einzig mögliche Lage von 9 die, dass es sym- 
metrisch auf A' liegt und c mit ihm gemein hat So wie in A zwei a neben 
einander liegen, muss es auch in B sein; so wird Punkt H gefordert. (Vgl. 
Fig. 39, aus welcher hier nur die Dreiecke A, A', S^AP& als jetziges A% 
und ABB in Betracht kommen). Die Figur enth&lt jetzt drei congruente 
Elementardreiecke, mit verschiedenen Winkeln in A gelegen, nämlich J; 
ABHj AFG\ und dieser Fall ist schon im vorigen Capitel erledigt. (§. 16, 
Lage a, a). 

Läge im speoiellen Fall AF&ass A'^ mit 6 an ^ an, so bildeten diese 
beiden Dreiecke und ABH drei aneinanderliegende congruente, was eben- 
falls schon erledigt ist (§. 12). 

Unterfall b). A nnd A'' mit b aneinander, A' symmetrisch, frei 
Hier kann der zweite Elementarwinkel a nur so ein zweites Mal in A liegen, 
daas sein Dreieck ä symmetrisch auf A'' und gleichzeitig an A' anliegt 
(Fig. 48), denn andern Falls würden drei von A auslaufende e verlangt^ 
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was onmöglich. (Satz 4). Jetzt sind A") ^ und A' drei von einem Punkt 
aus an- und aufeinanderliegende Dreiecke, deren eines symmetrisch zu den 
andern. Das ist im §. 22 und 28 erledigt. 

Unter fall c) ist bei a>lB unmöglich (Satz 1); bei a=ljR folgt 
nur die Anordnung nach rechteckigen Maschen, die ein Specialfall von 
System XIa. ist. 

§. 27. Dritter Fall. Zwei symmetrische Dreiecke aufeinandery das 
dritte getrennt. Hier muss a ^ 1 jR sein. 

Zunftchst liege a bei jedem Punkt nur ein lial. 

Unter/all a). Die stumpf- oder rechtwinkligen A und A'' haben b ge- 
mein und liegen symmetrisch aufeinander, A's A liegt frei. So wie bei A die 
^ ß und y gegen a liegen, muss es bei Ä sein, (Fig. 49); so wird Punkt D 
gefordert. An den hier liegenden Winkel a muss sich wieder ebenso, wie 
bei Aj der Winkel ft anschliessen. So fortschliessend erkennt man, dass 
sich die c.zu einem regulären Polygon aneinander schliessen müssen. Weil 
bei A kein drittes c entspringen kann, ist es isolirt Wenn also hier ein 
regelmassiges System möglich ist, so ist es doch jedenfalls schon im Cap. I. 
ermittelt 

Unter/all b). A und A' haben c gemein und liegen symmetrisch 
aufeinander, A'' (^ A) liegt frei. Dieselbe Schlussweise wie vorher liefert 
die Existenz von regulfaen Polygonen mit Seite 6; und die Ausführung der 
Gonstruction zeigt, dass kein zweites congruentes Polygon seine Ecke in A 
hat. So wird man hier auf die schon in Cap. I. gefundenen Systeme 
(n., V. und Fig. 3) mit regul&ren Dreiecken, Vierecken und Sechsecken 
geführt 

Unterfall c). Hier kann entweder A' oder A" auf A liegen, da 
beide zu A symmetrisch sind. Den ersteren Fall zeigt Fig. 90. So wie 
bei A die Winkel ß und y gegen a liegen, muss es auch bei A^ sein. So 
werden die Punkte DjE^F, G gefordert; und zwar ist das Viereck A"EFG 
HC ABC Nun muss der Winkel A"AB>a, aber <2Ä sein. Der 
Werth a ist ja in diesem Paragraphen ausdrücklich ausgeschlossen; und 
der Werth 2 B würde die Linien A D und A C ineinander fallen lassen, was 
wegen Satz 1. unerlaubt. Nur wenn AD gerade gleich ilC, so würde D 
in C fallen und das schon in §. 16, Lage a, a) gefundene specielle System 
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"wieder entstehen. — Wenn aber A'AB zwischen jenen Grenzen Uegt, so 
fiült Punkt G stets ms Innere der zu AB gehörigen Elementarell^se , was 
unerlaubt. Also kann hier kein System entstehen. 

Wenn dagegen A" sjrmmetrisch auf A liegt, während A' (^ A'O 
freiliegt, entsteht eine Figur, die aus Fig. 49 dadurch hervorgeht, dass das 
Viereck AA'C'F durch ein ihm symmetrisches, ebenfalls von A ausgehendes 
ersetzt wird. Wie nun in A die Winkel ß und jr gegen a liegen, muss es 
auch in A' sein. So wird ein tr^penförmiger Zug von Linien e gefordeit. 
Ein ebensolcher muss durdi C gehen. Weil jedoch jB^ C im Allgemeinen 
keiner der beiden im vorigen Zuge vorkommenden Richtungen // ist, con- 
vei^iren beide ZOge, was auf Widersprüche fthrt (§. 16.) Nur in dem 
specidlen Fall, wo AA! II B^ C, verlaufen beide Zo^ //. Dann aber liegen 
zwei ee bei il, was in diesem Paragraphen ausgeschlossen. Somit entsteht 
hier kein System. 

§. 28. Dritter Fall. Fortsetzung, a komme mehr als ein Mal bei 
A vor, so ist dies nur so mö^ch (Satz 4 und 5), dass das zweite a einem 
2U A symmetrischen Dreiedc ^ angehört, und dass, wenn bei A schon ein 
c vorhanden ist, sein Schenkel c mit diesem zusammenfallt 

Unterfall a). <^ kann nur symmetrisch auf A' Hegen und e mit ihm 
gemein haben. (Fig. 49). 

Wenn es gleichzeitig mit seinem & an A anliegt, so sind A"» 9^ A' 
drei an- und aufeinanderliegende Dreiecke, die mit verschiedenen Winkeln 
an demselben Punkt liegen, und dieser Fall ist bereits untersucht (§§. 22, 23). 

Liegen aber d und A nicht aneinander, so kann durch A entweder 
ein wellenförmiger Zug von e gehen, oder ein regulftres Polygon mit Seite c. 
Fftnde ersteres statt, so wflrde der durch C gehende congruente Wellenzug 
gegen den ersteren convergiren, was unerlaubt ist (§. 16). Schliessen sich 
dagegen die e zu einem regulftren Polygon, so ist dies ein isolirtes, liefert 
also nur Systeme, die schon in Cap. I. gefunden sind. (Fig. 3). 

Unterfall b). Da d symmetrisch zu A sein muss, so ist es ^ A' 
und symmetrisch zu A^ so dass A' A" d drei soldbe Dreiecke bilden, wie 
sie soeben behandelt sind. 

Unterfall c). Da d symmetrisch zu A« so ist es ^ A' und A'' 
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alio sind dies drei ^ Dreiecke, die mit yerschiedenen Winkeln in einem 
Punkt liegen, und dies ist im vorigen Gapitel untersucht. 

§. 39. Vierter Fall. Alle drei Dreiecke getrennt Man hat zu unter- 
scheiden, ob die Dreiecke m der Reihenfolge A A' A" oder A A^' A' (ge- 
zahlt im Sinne der Uhrzeigerdrehung^ um A herumliegen. 

Unter/all a). A'' symmetrisch zu den beiden anderen. Reihenfolge 
A A'' A' (Fig. 51). Nach Satz 2. dürfen die Winkel zwischen A und A^ 
£s!^ und A^ a' und A nicht < sein als resp. a^ß^y^ WUre aber einer 
dieser Winkel gleich .dem angegebenen Grrenzwertb, so ISgen zwei ^ Drei- 
ecke aneinander, und ausserdem f&nde sich ein Dreieck mit dem dritten 
Winkel an demselben Punkt. Dieser Fall ist aber schon behandelt» 
mag das dritte Dreieck ^ oder symmetrisch zu den beiden ersteren 
sein. — Grösser als der angegebene Grenzwertb kann aber keiner der 
drei Winkel werden, weil dann mehr als 4i{ itm A herumliegen 
mflssten. 

Unterfall b) mit derselben Reihenfolge, und 

ünterfall c) mit der Reihenfolge A A' A'' liefern ebenfalls keine neuen 
Systeme, was auf analogem Wege gefonden wird. 

§. 30. Vierter Fall. Fortsetzung. Es bleibt in allen dreti Unter- 
fUlen die entgegengesetzte Reihenfolge zu untersuchen. Zun&chst wird an- 
genommen, a liege nur ein Mal bei jedem Punkt. 

Vriiffrfall a)» Die hergehOrige Figur entsteht aus 51 durch Ver- 
tgttschung von a' und a''. So wie bei A ß zu a Hegt, mnss es auch bei 
A sein. So fortschliessend erhSlt man ein reguläres Polygon mit Seite c, 
welches ein isoiirtes sein musa, da ein drittes von A ausgehendes c eine 
Summe >^B nm A fordern würde. Wenn also hier Oberhaupt ein System 
entstehen kann, so ist es jedenfalls schon in CB;p. L enthalten. 

Unter/all b). Auf demselben Wege, wie soeben, wird man auf ein 
regul&res isoiirtes Polygon mit Seite b gef&hrt, ^ dass wieder kein neues 
System entstehen kann. 

Unter/all c). Die hergehörige Figur entsteht aus 51, wenn das dor- 
tige a' durch ein ihm S3rmmetri8che8 ersetzt wird. So wie bei ^««^ ^ zu a 
liegt, müss es bei A' sein. Das sich dort anschliessende Dreieck ist // A« 
Also bilden die c einen treppenförmigen Zug. Ein ebensolcher muss durch 
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A'^B^ verlaufen; und da letzterer stets gegen den vorigen convergiren mosSi 
entstehen Widersprüche (§• 16). 

§• 31. Vierter Fall Fortsetzung. Angenommen, a finde sich ein 
asweites Mai bei A. Dass es nicht in den Lücken zwischen den drei Drei- 
ecken liegen kann, lehrt f&r alle drei Unterfälle Satz 2. Wenn aber f&r 
a^li2 das den zweiten Winkel a enthaltende, nach Satz ö zu A stets 
synmietrische Dreieck J symmetrisch auf A' oder auf A ^ liegt, so sind 
A' A'^^ immer drei Dreiecke von der Art^ dass sie verschiedene Winkel 
bei demselben Punkt liegen haben, und dass zwei von ihnen aufeinanderliegen^ 
während das dritte entweder frei oder einem von den anderen anliegt 

Dies ist aber in den Fallen 1 und 3 dieses Capitels bereits erledigt 

§• 82. Fünfter Fall. Alle drei Dreiecke aufeinander. Das ist nur 

bei a^lB möglich und zwar nur so, dass A' und A'' symmetrisch zu A 

sind, während ersteres Seite c, letzteres Seite b auf den gleichen Seiten von 

A liegen hat (Fig. 52). 

Läge a ein zweites Mal bei il, so wäre das Dreieck ^, in dem dies 
o liegt, symmetrisch zu A (Satz 5), also 22 A^ und A^. Somit lägen drei 
^ Dreiecke mit verschiedenen Winkeln bei demselben Punkt, und dies ist 
im Gap. IXI. erledigt 

Weno dagegen a nur ein Mal bei jedem Punkt liegt, so müssen die 
Winkel ß und y in dem bei C befindlichen a ebenso liegen, wie es bei A 
der Fall. So fortschliessend erkennt man, dass stets abwechselnd Seite c 
und 6 sich unter demselben Winkel a aneinander schliessen, wodurch ein 
halbreguläres Polygon entsteht. Dass die Figur sich wirklich zu einem sol^ 
chen schliessen muss, folgt aus Satz 1. (Vgl* die ähnliche Betrachtung im 
§. 14). Andere als die Eckpunkte dieses Polygons werden nicht gefordert; 
soll trotzdem das System unbegrenzt sein, so müssen ausserhalb irgendwo 
noch Punkte liegen. Diese müssen ebenfalls congruenten Polygonen ange- 
hören, welche von ersteren isolirt sind; sonst läge ja a zweimal bei iL 
AUe Systeme mit halbregulftren isolirten Polygonen sind aber schon in Cap. L 
ermittelt, so dass hier keine neuen Systeme entstehen. 

§. 38. Das Resultat dieses Capitels ist, dass es keine regelmässigen 
Systeme geliefert hat, die nicht schon in den vorigen Capiteln gefanden 
wären. 
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Capitel T« 

Die Systeme mit gleichschenkligem Elemeütardreieck. 
§• 34. Durch Gleichsetzung zweier Seiten des bisher als un^eich- 
seitig vorausgesetzten Elementardreiecks in den bisher gefundenen Systemen 
erh&lt man SpeoialfS&lle derselben; jedoch bleibt es zweifelhaft, ob hierdurch 
alle Systeme, die bei gleichschenkligem Elementardreieck Oberhaupt möglich 
sind^ erhalten werden. Daher muss dieser Fall besonders untersucht wer* 
den. Die Grundlinie AB des Elementardreiecks heisse jetzt g^ der Schenkel 
AC=^s^ der Basiswinkel a, der <^ an der Spitze oi. Wegen der Regel- 
m&ssigkeit müssen beide Elementarwinkel mit den im Elementardreieck ihnen 
zukommenden Schenkellängen bei jedem Punkt vorkommen. Drei Fälle 
sind zu unterscheiden. 

1. Die beiden mit den Winkeln a resp. oi bei einem Punkt liegen- 
den Elementardreiecke A und A' liegen aneinander. 

2. Sie liegen aufeinander. Dies erfordert oi ^ 1 £. 

3. Sie liegen getrennt 

§. 85. Erster Fall. Beide Elementardretecke aneinander. AC^sss^s 
sei gemeinsam. Dass sich der Basiswinkel a mehr als ein Mal bei jedem 
Punkt befinden muss, folgt so: Angenommen, er wäre nur ein Mal vorhan- 
doi, 80 fordert er in jS den Winkel cu als anstossenden, wodurch bei G 
neben w auch ein a zu liegen käme, so dass bei G nun doch zwei Basis- 
winkel a lagen. 

Das Elementardreiedk a" mit dem zweiten Basiswinkel bei A kann 
drei verschiedene Li^en haben, nämlich: 

a) Es liegt dem von den ersten zwei Dreiecken gebildeten 
Parallelogramm an. 

b) Es liegt auf A'. 

c) Es liegt getrennt. 

ünterfall a) (Fig. 53). Der Winkel co Bei zunächst < 1 Ä. Dann 
folgt wie im §. 12, dass sich lauter Elementardreiecke zu einem unendlichen 
Stareifen aneinanderschliessen müssen, dessen parallele Grenzlinien in gleichen 
Abständen s oder g mit Punkten besetzt sind. 

Damit das System nach zwei Dimensionen unbegrenzt sei, muss es 

Joarnal fltr Mathematik. Bd. LXXVn. Heft 1. 1*2 
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noch ausserhalb des Streifens Punkte besitzen; und man findet wie im §• 13, 
dass diese äusseren Punkte auf // laufenden Slareifen liegen mflssen. So 
entstehen SpecialfUle der Systeme XI., Xu., XIIL Bei den Slareifen mit 
den Punktabständen g (dessen eine Grrenzlinie ihre Punkte senkrecht Ober 
den Mitten der Punktabstände der anderen liegen hat) scheint sich ein 
anderes System za ergeben. Wenn nämlich der nächste Parallelstreifen 
irgend wie viel gegen den Ausgangsstreifen verschoben ist, so kann der dritte 
Streifen gegen den zweiten um gleichviel, aber in entgegengesetztem Sinn, 
verschoben sein, ohne dass die Regelmässigkeit gestört wird. Dies System ist 
indessen nicht wesentlich von Xlf I. verschieden ; denn wenn man die einander 
zugewandten Grenzlinien zweier Nachbarstreifen als zusammengehörige Grenz-^ 
linien eines neuen, von dem vorigen verschiedenen, Streifens zusammenfasst, 
so lässt sich das ganze System nun als aus solchen Parallelstreifen bestehend 
ansehen und ist jetzt mit Xm. identisch. 

§. 36. Erster Fall. Unter/all a). Fortsetzung. ai^lÄ. Bei 
(o>lR kann a" nur an dem Schenkel von a' anUegen, aber nicht an der 
Grrundlinie von A (Satz 1). 

Wenn nun co nur ein Mal bei jedem Punkt vorkommt, muss in G 
und B ebenso wie in il zu jeder Seite von ci> ein a liegen (Fig. 54). So 
entsteht ein unendlicher Streifen // g, wie im vorigen Paragn^hen. 

Wenn aber co mehr als ein Mal bei jedem Punkt liegt, kann man 
nicht so schhessen. Ist jetzt cu = 1 £, so können beide oi als anstossende 
oder als Scheitelwinkel liegen, wodurch als System ein Netz mit quadratischen 
Maschen entsteht. — Ist co sss ^ 22, so können nur gerade drei w um jeden 
Punkt herumliegen, wodurch als System ein Netz von regelmässig sechs-» 
seitigen Masdben entsteht (XI c, Fig. SO). — FOr ai>'^JS können Qberhaupt 
nicht zwei cü bei demselben Punkt liegen, weil dadurch Dreiecke zu kleinen 
Umfangs entständen. 

Also bleibt nur der Fall zu untersuchen, wenn lB^w<,iR. Jetzt 
können beide co nur als anstossende Winkel liegen, weil sonst mehr als drei 
kürzeste Elementarlinien s von einem Punkt auslaufen würden, was uner- 
laubt (Zusatz zu Satz 4). Aus demselben Grunde können nicht mehr als 
zwei (o bei demselben Punkt vorkommen. Das den zweiten Winkel oi ent« 
haltende Dreieck d habe AC mit A' gemein (Fig. 54); dann müssen auch 
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bei C in derselben Weise wie bei A zwei u) aneinanderliegen. Das ist zwei- 
fitch möglich: Entweder ist CA gemeinsamer Schenkel, oder CB. 

1. Es sei ECAsssio. Jetzt ist an den gemeinsamen Schenkel 
jederseits nicht nur ein w, sondern auch ein a angelegt In derselben 
Weise müssen sich von ff aus an einen der beiden Schenkel s des dem 
Dreieck A^ angehOrigen Winkels cti zwei w und zwei a anlegen. Der 
Schenkel ffA kann dies nicht sein, weil dadurch eine vierte von A aus- 
laufende kürzeste Elementarlinie s gefordert würde. Also muss ffA^ 
dieser gemeinsame Schenkel sein, so dass die Punkte FOH gefordert wer- 
den. Der in A^ enthaltene Winkel cu muss nun einem der beiden bei C 
befindlichen w entsprechen. Entspricht er dem Winkel ACBj so müssen 
drei streifenartig aneinander liegende Dreiecke neben ihm liegen, so wie 
neben A* Jetzt ist der Streifen zu einem aus sechs aneinandergeftlgten 
Dreiecken bestehenden angewachsen. Wie A diesen Streifen be^nt, muss 
A' einen ebensolangen beginnen. So schliesst man auf die Existenz eines 
miendlichen Streifens // g. Derartige Systeme sind aber schon im vorigen 
Paragraphen untersucht 

Entspricht dagegen Winkel A CE dem in a" befindlichen oi, so folgt, 
dass sich an ffA"F zwei neue Dreiecke so anschliessen müssen, wie sich A'' und 
B*A"H Bxi A' anschliessen, so dads hierdurch ein zu B'F paralleler Streifen 
angefiEmgen wird. Hierbei wird auch ein Punkt G' (entsprechend O) ge- 
fordert, so gelegen, dass FG' gleich und II B'A. Dadurch schliesst sich die 
Figur DAB*A**FG* zu einem gleichseitigen symmetrischen Sechseck;: und 
die Weiterfahrung der Construction liefert nun ein System, das aus 
fwei Gruppen paralleler unendlicher congruenter Streifen gebildet ist^ also 
nur einen Specialfall der allgemeinen Streifensysteme darstellt 

2. E' CB = cü. (Fig. 54). Dem zu ^ gehörigen o) kann entweder 
E'CB oder ACB entsprechen. Wenn ersteres der Fall, so müssen, wie 
neben E' CB der Zug der Dreiecke A A'A'' liegt, ebensolche drei neben 
DAC liegen, d. h. jener Zug muss sich noch um ein Dreieck verlängern. 
Wie nun vier Dreiecke den von E* CB anhebenden Streifen bilden, so muss 
es auch neben DAC sein u. s. f. Dadurch entsteht der unendliche Streifen 
paralle g^ also nichts Neues. 

Wenn aber ACB dem Winkel DAC entpricht, so muss ebenso, wie 
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der Zug der drei Dreiecke A A' A" durch DAC hindurch, ein entsprechen- 
der Zug durch A CB gehen. So wird unter anderen Punkt / gefordert 
Jetzt liegt im Winkel AGB an jedem Schenkel ein Winkel a; so muss es 
auch m DAC sein; daher wird Punkt iT gefordert. Dieser liegt nun, da 
cD<CiB ist, zu nahe an /, so dass IK<CSj also unmöglich. Somit hat 
dieser Paragraph kein neues System geliefert. 

§. 37. Erster Fall. Unter/all b). a" Hegt auf A'. (Fig. 55). 
Zwei Arten dieses Aufeinanderfallens sind zu unterscheiden, nftmlich je nach- 
dem A" dem fireien Schenkel von A', oder dem den Dreiecken A und a' 
gemeinsamen Schenkel anliegt. 

1. a" liege dem freien Schenkel AB an. 

Wenn cu bei jedem Punkt nur ein Mal vorkommt, so erweitert sich 
der Zug dieser drei an- und aufeinanderliegendep Dreiecke zu einem unend» 
liehen Streifen, dessein parallele Grenzlinien in abwechselnd gleichen Abstan- 
den mit Punkten besetzt sind. Derartige Systeme sind in §• 22 behandelt^ 
so dass hier nichts Neues entsteht. 

Wenn aber cu bei jedem Punkt mehrmals vorkommt^ kann man nicht 
so schliessen. Es können nur zwei cu bei jedem Punkte liegen, und nur 
als anstoBsende Winkel. Wie im vorigen Paragraphen ist nur der Fall 
l/2<Ca><Ii/2 zu untersuchen. Das zweite bei A befindliche oi, angehOrig 
einem Dreiedk ^, kann nun entweder ^ji AB oder an ^C anliegen. 

a) AB sei gemeinsamer Schenkel für A^ und d. Wie bei A müssen 
auch bei B zwei cu aneinanderliegen. Schlösse sich hier das zweite a> an 
B A Bikj 80 wflrd^ das zu ihm gehörige Dreieck, zusammen nut A^ und A, 
einen Zug dreier Dreiecke bilden, wie er in den zwei vorigen Paragraphen 
untersucht ist. Schlösse sich aber das zweite cd sn BA'' an als EBA", 
so könnte dieser Winkel entweder dem in A' oder dem in d enthaltenen 
Ol entsprechen. Im ersteren Falle würde, wie in A^, in ihm ein Winkel a 
liegen müssen, angelegt an den gemeinsamen Schenkel beider co, d. h. 
an B A". Das zu diesem o gehörige Dreieck bildet aber mit A" und d wieder 
einen Zug aneinanderliegender Dreiecke, also nichts Neues. — Entspricht 
dagegen Winkel EB A* dem in d liegenden w, so wird, wie d gegen EBA" 
liegt, zu J gelegen das Dreieck ACa" gefordert. Wie nun dieses Dreieck 



jL. SohnckBj die regdmamgen ebenen Punktayeteme. 93 

und d zu EBA" liegen, mflssen zwei entsprechende gegen i liegen; so fort- 
schliessend gelangt man zu einem regulären Polygon Ä'B ACol^'^*. Dies 
Polygon kann keine Ecke jmt einem ihm congruenten Polygon gemein haben, 
weil dazu vier s von einem Punkt auslaufen mflssten. Da es also 
isolirt ist, kann es nur zu einem schon im Cap. I. gefundenen System An- 
lass geben. 

ß) AC sei gemeinsamer Schenkel für ^' und <7, so dass j^tzt ^Cc2 
gleich d. Entsprechend diesen zwei bei A befindlichen w muss es auch in 
Bl zwei cu geben. Die Anlegung des zweiten cn an f' A würde wieder drei 
aneinandergereihte Dreiecke, also nichts Neues, geben. Die Anlegung an 
B[A\ so dass ia=zEB A\ fordert, wenn dieser Winkel dem in ^' enihal* 
tenen cu entspricht, ein reguläres Polygon EBAd**-^ also nichts Neues. Ent* 
spricht aber EBA!' dem ^dAC^ so muss er, wie dieser, den Winkel a, 
anliegend am gemeinsamen Schenkel B A!\ in sich enthalten. So wird Punkt 
F gefordert L&ge nun in A' das zweite cu dem A' B an, so mQsste in ent* 
sprechender Weise A C a" dem C A anliegen. Die Endpunkte der freien Schenkel 
dieser zwei entsprechenden Winkel würden aber um <: s voneinander ab- 
stehen^ was unmöglich. Also kann das zweite cu in A" nur an A"F an- 
liegen. Ein entsprechender Winkel muss dann an Cß anliegen, und die 
Endpunkte der jetzigen freien Schenkel bestimmen zusamimen mit A' B A C 
ein gleichseitiges symmetrisches Sechseck, so dass nun von A" sowohl wie 
von C je zwei ^ in den von den beiden aneinanderliegenden cu noch nicht 
eingenommenen Baum hineinragen. So ist's also bei jedem Punkt; also auch 
bei A; und dann hat man wieder den Zug dreier aneinandergereihter Drei- 
ecke, also nichts Neues. 

2. A" liege dem, den Dreiecken a und ZI' gemeinsamenj Schenkel 
AC anj habe also die Lage ACa'\ In Fig. 55 haben jetzt nur die Drei- 
ecke A\ ^,ACa" Geltung. Wie bei C zwei cu aneinanderli^en, muss es 
Auch bei ß sein, und zwar muss ß C einer der drei Schenkel sein, die den 
anstossenden Winkeln cu angehören. 

Läge nun in JB ein cn als anstossender Winkel neben AßC, so bil- 
dete sein Dreieck, zusammen mit A und A' drei aneinandergereihte, die 
schon früher behandelt sind. L&ge aber dies cu an der anderen Seite von 
BCj so bildete es, zusammen mit A A' und ACa'\ eine Combination, nicht 
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verschieden von der unter 1 , /9) in diesem Paragraphen behandelten, 
entsteht hier nichts Neues. 

§. 38. Erster FdlL Unter/all c). A^' liegt getrennt von dem durch 
A A' gebildeten Parallelogramm in A. Dies ist auf zwei Arten möglich: 
entweder so, dass es als aus der anstossenden Lage herausgedreht ange- 
sehen werden kann, oder symmetrisch dazu. Zunächst wird angenommen^ 
es lagen bei jedem Punkt nur gtoei Elementarwinkel a. 

Wie bei Annahme der ersteren Lage von A'* zwei solche Winkel a 
bei A liegen, muss es auch bei B smn. So fortschliessend erhSlt man ein 
regul&res Polygon mit Seite g^ und die Weiterftkhrung der Construction lehrt, 
dass es isolirt ist Also entspringen hier nur Systeme, die in Gap. L ge- 
funden sind. 

Bei der zweiten Lage von A^' (Fig. 56) mfissen in £ so wie in A 
zwei a liegen. Entspräche Winkel ABC dem BAC, so mfisste er einen 
Winkel oi neben sich haben, und es entstände der Streifen dreier aneinanr 
dergereihter Dreiecke, der schon untersucht ist. Entspricht aber Winkel 
ABC dem A"AC' des Dreiecks a'', so muss ein mit ABC ff abereinstim- 
mendes Parallelogramm bei ihm liegen, nftmlich BD ER So erhalt man das 
firOher gefundene, aus zwei Arten von Parallelogranmien gebildete System 
(§. 24), welches mit Xm. identisch ist. 

Dass drei Elementarwinkel a bei einem Punkt vorkommen^ ist, wenn 
a» <I f ^, entweder unmöglich, oder es führt auf drei zum Streifen aneinander- 
gereihte Dreiecke, was schon behandelt ist Wenn ai>|-/2, aber < 1 22, 
gut Aehnliches; nur wenn das dritte a dem s des Dreiedos A^' anliegt, muss 
man so schliessen : Weil durch dies Anliegen zwei cti nebenemanderiiegen, muss 
es auch bei A so sein; und da hierf&r kein Platz, so ist diese Lage unmög- 
lich. — Ist endlich a}>l R (denn co ss 1 jß liefert nichts Neues), so darf 
das dritte a jedenfSEills nur mit s an A'' anliegen, so dass A^' und AC" aC' 
diese zwei a enthalten (Fig. 56). Wie bei C" zwei w aneinanderliegen, 
muss es auch bei B sein. Damit nun nicht vier s von B ansehen, was 
unerlaubt (Zusatz zu Satz 4), so muss B C jedenfalls ein Schenkel des einen 
der bei B liegenden Winkel cd sein. Mag dieser Winkel nun an dieser oder 
jener Seite von BC anliegen: so bildet das zu ihm gehörige Dreieck, 
zusammen mit A und A', entweder drei aneinander-, oder drei an- 
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und aofeinandeiiiegende Dreiecke, wie sie in den vorigen Paragraphen 
untersucht sind. 

§. 39. Zweiter Fall. A und A' aufeinander , wobei w}^! R. 
(Fig. 57). Es ist unmöglich, dass a nur einmal bei jedem Punkt liege. 
Dann mflsste es nftmlich bei B ebenso innerhalb eines co liegen, wie bei A, 
und dann würden bei C doch zwei a vorkommen. 

Das zweite bei A befindliche a kann verschiedene Lagen haben. 

a) Zunächst liege es auf A^sssBAD. Wenn nun cu nur einmal bei 
jedem Punkt vorkäme, so mflssten in dem bei C befindlichen cn auch zwei 
a liegen. So käme man auf ein isolirtes reguläres Polygon, also nur auf 
bekannte Systeme. Wenn aber co mehrmals bei einem Punkt vorkommt, 
so dürfen (abgeaehen von dem nichts Neues liefernden Fall co = 1 iQ nur 
zwei CO als anstossende Winkel vorkommen (Zusatz zu Satz 4). Wenn nun 
bei A das zweite (o dem Schenkel AC anliegt, bildet sein Dreieck mit A 
zwei aneinanderliegende; liegt es aber dem Schenkel AR axij so bildet es 
mit AB'D zwei aneinanderliegende Dreiecke. Das ist aber in den §§. 35 — 38 
erledigt 

b) Wenn das zweite bei A befindliche a nicht auf, sondern an A' 
anliegt, so bildet es mit ihm zwei aneinanderliegende Elementardreiecke der 
$§. 35—38. 

c) Das zweite bei A befindliche o liege getrennt, und zwar so, als 
sei A aus seiner Lage herausgedreht, gleich EAP. Wenn nun co nur ein 
Mal bei jedem Punkt liegt, so muss AFE^=^ui den Winkel er so in sich 
enthalten, wie bei A. Nun kann dies o nicht an FA anliegen, weil dadurch 
entweder vier e von A ausgehen würden, oder weil zwei co bei ^ aneinan- 
derliegen würden. Also kann a sich nur an FE anlegen, es heisse EFO. In- 
dem sich in F wieder ein äusseres o vorfinden muss, gegen AFE so ge* 
legen, wie FAE gegen B AC \k. s. f., so gelangt man zu einem regulären 
Polygon B AF**u Wäre der Polygonwinkel gleich co, so lägen mehrere co 
bei jedem Punkt, was hier ausgeschlossen; wäre aber der Polygonwinkel 
von CO verschieden, so mOsste das Polygon isolirt liegen, damit nicht 
mehr als drei s von einem Punkt auslaufen. Dann aber entsteht kein 
neues System. 

Wenn dagegen o) mehrmals bei einem Punkt liegt, so ist dies ohne 
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^derspruch nur so möglich, dass AF gegen einen der Schenkel des Drei- 
ecks a' unter diesem Winkel geneigt ist Dann liegt das diesen Winkel 
enthaltende Dreieck entweder dem A oder dem Dreieck AFE so an, wie 
es in den §§• 35^—38 behandelt ist. 

d) Das zweite bei A liegende a habe eine zur vorigen symmetrische 
Lage, nämlich AFE (Fig. 57). Wenn cu nur ein Mal bei jedem Punkt liegt, muss 
in AFE so wie in -B' -4 Oder ^ a liegen; er kann wieder nur sn FE anliegen, 
nämlich EF'O'. Man ist nun berechtigt anzunehmen, dass ein drittes a 
nicht bei A vorkomme; denn freiliegend wflrde es vier von A ausgehende 
8 fordern; dagegen an einem der drei vorhandenen s anliegend würde es 
stets solche Lagen des An- oder Aufeinanderfallens von Elementardreiecken 
hervorrufen, welche entweder hier ausgeschlossen oder schon behandelt sind. 
Liegen nun bloss zwei a bei jedem Punkt, so muss gegen AEC = o ein 
CD so liegen, wie B'A C gegen F' AE^ d. h. bei B muss sich ein dem Vier- 
eck AF'EG' pandleles Viereck anschliessen. Der dem Punkte E ent- 
sprechende Punkt E' dieses Vierecks hat nun von & stets einen Abstand 
<; s^ ohne doch in G' hineinfallen zu können. Dies folgt daraus, dass 
FAC>ay sein muss. Also entsteht hier kein mögliches System. Dass 
aber od nicht mehrmals bei A liegen kann, folgt wie bei c). 

§. 40. Dritter Fall. A und a' getrennt hei A. Käme a nur ein 
Mal bei jedem Punkt vor, so mflsste sich bei jedem der zu A' gehörigen 
a ein Q9 in derselben Lage vorfinden wie bei A. So fortschliessend ge- 
langte man zu einem regulären Polygon mit Seite s. Wäre dasselbe nicht 
isolirt^ 80 müsste an jeder Ecke noch ein o liegen, was ausgeschlossen. Ist 
es aber isolirt^ so fithrt es nur auf Systeme des Gi^. I. 

Jetzt komme a bei A zwei Mal vor; so wfirde es, an A^ anliegend, 
mit diesem zusammen, zwei Elementardreiecke bilden, wie sie schon in den 
§§• 85 — 38 untersucht sind. Läge es femer an der Seite s von A, bo ent- 
stände der Specialfall b) des Systems XI. (Fig. 29). Läge es aber an der 
Grundlinie g von A, so überzeugt man sich zunächst, dass ein drittes a 
nicht bei A vorkommen kann (abgesehen von dem eben erwähnten System 
Fig. 29). Wie nun bei A zwei ESementardreiecke mit ^.. aneinanderliegen 
(Fig. 58), muss es auch bei Ä sein. Hier muss sich nun co in derselben 
Weise anschliessend wie in A. Dies ist entweder so möglich, dass das zu- 



L, Sohneke, die regelmässigen ebenen Punktsystems, 97 

gehörige Dreieck GFA II ABD liegt; und dann entsteht ein Specialfall des 
aus zwei Arten von Parallelogrammen gebildeten Systems XIU'. (§. 24), in- 
dem hier zweierlei Rhomben mit einander wechseln, und hier ist wieder 
der Specialfall bemei'kenswerth , dass die eine Art Rhomben Quadrate sind 
(Fig. 59), welcher gleichzeitig ein Specialfall des Systems IV. ist (IV b'.), falls 
man dort die Bedingung des Isolirt«eins der Polygone aufhebt. — Oder der 
<k; FA!A ist =^ A AC> Da jetzt ein dem beim C befindlichen Linienbündel ent- 
sprechendes sich bei A finden mus§, so muss sich in F ein Dreieck in der- 
selben Weise anschliessen. So wird man auf ein reguläres Polygon CAAF'*' 
mit Seite s geführt. Die WeiterfQhrung der Construction zeigt, dass dies 
entweder ein isolirtes Polygon ist, also auf nichts Neues führt; oder dass 
es ein Quadrat ist, das an den Ecken mit vier congruenten Quadraten 
zusammenhängt, was jedoch nur ein Specialfall des Systems mit zweierlei 
Rhomben ist. 

Wenn endlich das zweite n bei A frei zwischen A und A' liegt, so 
führt es, in die eine oder die andere Lücke gelegt, mit * oder g dem A 
zugewandt, stets auf Specialfölle von Systemen mit unendlichen Streifen, 
ausser wenn es mit g dem g des A zugewandt liegt. Weil ein drittes o 
bei A nicht möglich ist, müssen an jedem Punkt zwei o so zueinan- 
der liegen wie bei A. Dadurch wird man auf ein reguläres Polygon 
mit Seite g geführt, und da es isolirt sein muss, entsteht kein neues 
System. 

§.41. Resultat dieses Capitels: Es giebt keine Systeme mit gleich- 
schenkligem Elementardreieck, welche nicht als Specialfälle in den Systemen 
mit ungleichseitigem Elementardreieck enthalten wären. 

Capitel Tl. 

Die Systeme mit gleichseitigem Elementardreieck. 

§. 42. Der Elementai-winkel BAC sei = a. Kommt derselbe nur 
ein Mal bei jedem Punkt vor. so ist das gleichseitige Dreieck isolirt, führt 
alao nur auf die Systeme L, IL, III. des Cap. I. 

Kommt a aber mehr als ein Mal bei A vor, so ist die höchste Mög- 
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iicbkeit die^ dass sechs a um einen Punkt herumliegen. Dies ist ein Special- 
fall der Bravauscheu Gitter. Fünf a können nicht um einen Punkt herum- 
liegen. Vier a können einzig auf die Art bei einem Punkt liegen, dass sie 
aneinanderstossen und dass die ftussersten beiden einen Winkel von ^R 
zwischen sich lassen. Die Fortführung der Construction liefert das in 
Fig. 60 dargestellte System mit regulären Dreiecken und Sechsecken von 
gleichen Seiten, welches ein Specialfall von I. ist (Ib.). Denn von den acht- 
zehn ein Sechseck umstehenden Dreiecken liegen die sechs scbattirten so, 
wie System L verlangt. Freilich sind diese Polygone nicht mehr isolirt. — 
Wenn sich nur drei a bei einem Punkt finden, so liegen sie entweder an- 
einander, und dann entstehen Special&lle der Systeme mit unendlichen 
Streifen; oder zwei a liegen aneinander^ das dritte getrennt. Dann ent* 
steht wie in §. 40 ein System nus zwei Arten von Rhomben, also ein Special- 
fall von System XIII., — oder ein System mit regulären Polygonen, welches 
jedoch hier nur entweder auf einen Specialfall des eben gefundenen fahrt, 
bestehend aus Quadraten und Rhomben; oder auf Fig. 60. — Drei a kön- 
nen nicht getrennt bei einem Punkt liegen. 

Wenn nur zwei a bei einem Punkt vorkommen, müssen sie jeden- 
falls getrennt liegen. Haben sie die Lage von Scheitelwinkeln, so gelangt 
man zu einem System, gebildet aus mit den Ecken zusammenstossenden re- 
gulären Sechsecken, deren jedes von sechs regulären Dreiecken um- 
geben ist. (Fig. 61). Dies System IIIc. ist ein Specialfall der zu 
System m. gehörigen Fig. 8, wenn die Bedingung des Isolirtseins fallen 
gelassen wird. 

Jetzt mögen beide bei A zusammenstossenden Dreiecke A und A' frei, 
aber sonst beliebig gegeneinander liegen; der kleinere von den beiden Winkeln, 
die bei A zwischen beiden Dreiecken liegen, sei |. (Fig. 62). 

In derselben Welse muss sich in E ein Dreieck A'' gegen A' ge- 
legen vorfinden. Doch kann A" entweder mit der einen oder mit der an- 
deren Seite von A' den Winkel f bilden. 

1. Es sei AEQ^BAE = l (Fig. 62). Von den beiden Dreiecks- 
winkeln bei E kann entweder der zu A^ oder der zu A'' gehörige dem 
Winkel BAC entsprechen« Im ersteren Falle ergiebt sich die Existenz 
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eines regulären Polygons mit dem Winkel f, welches wegen ^<iÄ 
weniger als sechs Seiten haben muss. Auch muss es mehr als drei Seiten 
haben, da sonst ein dritter Winkel a bei A läge. Wenn es nun ein Vier- 
oder FQnfeck ist, muss es isolirt sein, weil die Anlegung eines ihm con- 
gruenten Polygons in A einen Winkel gleich oder <! a hervorbringen würde, 
was beides ausgeschlossen. Ist es aber isolirt, so liefert es nur Systeme 
des Cap. I. — Wenn anderenfalls der zu A" gehörige Winkel bei E dem 
BAC entspricht, haben A und a'' symmetrische Stellung gegeneinander, 
und in demselben Sinne muss die ganze Figur symmetrisch werden. Das 
in G sich an Dreieck A" anschliessende Dreieck muss gegen A" wieder so 
liegen wie A" gegen A'. Ist dabei Winkel £'G^/=§, so entsteht entweder 
ein reguläres Polygon wie vorher, oder der Punkt J kommt so nahe an 
den zu ihm symmetrisch gelegenen Punkt /' zu liegen, dass IT <^ AB^ 
mid das ist unmöglich. Fielen aber //' zusammen, während die zuge- 
hörigen Dreiecke eine andere gegenseitige Lage hätten als A A', so müsste 
ein drittes Dreieck bei A vorkommen, zu A so gelegen, wie die beiden in 
I zusammenstossenden gegeneinander. Dann aber lägen drei a bei A^ 
was ausgeschlossen. 

Wenn dagegen das in G angeschlossene Dreieck so liegt, dass 
FGH= ^, so liegt dies Dreieck // a' Das ihm symmetrische Dreieck 
BTH' würde erst bei | = ^i? seinen Endpunkt 1' im Abstand AB 
von / liegen haben. Da aber ,• < f Ä, so kommen / und /' zu nahe an- 
einander, oder fallen ineinander, was beides unerlaubt. 

2. Es sei DEF = ^. (Fig. 62). Das bei der anderen Ecke von 
A' sich anschliessende Dreieck KDL kann zwei Lagen haben: entweder 
ist LDE = §y oder KDA^=^§. Im ersteren Fall bilden die drei Dreiecke 
KDL, A' und EF& dieselbe Figur, wie sub 1) die Dreiecke A A' A", 
so dass nichts Neues entsteht. Im anderen Fall sind die an die drei Ecken 
von a' sich anschliessenden Dreiecke untereinander parallel, gegen A' aber 
beliebig gestellt. In derselben Weise müssen um jedes Dreieck drei unter- 
einander parallele herumstehen. So entsteht Fig. 63, welche indess nur 
einen Specialfall des Systems III. bildet (lud.), und gleichzeitig des 
Systems iL, wenn man bei beiden die Bedingung des Isolirtseins der Poly*» 
gone fortlässt. 
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renc nur n»a^j^n w^'^naaSesi losnenies^Hii^ Anes regelmiaBger Pankt- 

Zrünn teacifa^s .asKS. süä «■'^■■■' —i ji§ aas lauter congraezi- 

Tun, nsT'Kiiir iess9«Ü5i. aaze- itä»r 3aJ:r«^vtarcn T>cfiiiitbn äehe §. 3) 

Pi«7X'iiusi £S9iifXiiä:. lensi Z^ssl fte 'i iniiiiiil p tragen. IKeee Poly- 

-nw«i- r-cuare Et^-ÄJK Sjis« L IL UI.) oder Quadrate 
~- T KBET S^oiKS? V«« ^- ^TL- ^in., X) oder halb- 
r^^uär^ SseanedK ^«aum IX . S yiafefg . velcfae nch als aus lauter 
iana- jäe* aaifarccoftrax JUsc- xäer Zwodeüken bestehend anadien lassen, 
iuxit «dtam JL IBB mrÜEKi Sv^ceiBea bLbexrifiea. Systeme mit anderen 
FiiW^X^oes W9T £Cfic c» lurtc- I>ie n^er« Charakteristik der xehn Poly- 
^mauBj^itsflK ioiäec aek aa Cap^ K beKoden in §. 8. 

Dte 30c«n. »i SvstefBe laaiea sicli als aus gleichartigen unend- 
licfl^n parailittKa ^ladk wet^ "rxya eöxaadcr stehenden Streifen bestehend nxt' 
^ehtfo. iereo paraJea» Grefminaffi ia jij«iohe& Abständen mit Sjstempunkten 
beKUc $uhL Dur ttkar^ ChmkierMk ^iebt §. 20 ^Cap. HI.). 

Zwvicaii& JcMnlMt sahr T^mrhtedeneo Sjstemen finden mannig- 
tcichKf ZasaauKoiiitotfe ;sta&t^ iaAsB $pee:atftUe des einen zugleich Special- 
^« amwc^r Sv^iNM :Wid ;,&Napiel: Flg. SO gdiört als SpeciaKall zu XI. 
cad 5U U; F%. 3 jA»rt ju L ^nd IL. u. a. t). 

^ ^iwt FVriji|!iiHiiAiTiifw^n tnlden meistens gewisse Punkte engere 
^ru|^(W»i. YriwifeC^ >Mit P^;r|^MEle, aus denen das System angebaut ist» 
vhIi^ Mclk «w«i<4m ifeBfcw Ib en gelegene andere Polygone. Andererseits 
^W^( «^ V1Ü&^^ ^iv «me derartigie Zusammen&aaung zu engeren Gruppen 
yV^ krv»t^>CTa|^i$clieQ Betraditungen: xu zusammengesetzten Mole- 
kaU^^ uK^t ^:er^4ilfertagt ist> nimlich jene Fälle, wo man von jedem 
lIN^ukt sW« Sv^ieaM lu jedem anderen auf lauter gleichen £lementarlinien 
(ivvrt*vKx>^iivn kwn (i* B, Da ^ Fig. 5> 

Au9 d^n ebenen Systemen lassen sich leicht räumliche ableiten 
dur\^h Aufriwmdertehichtung in bestimmter Art Auch kann man, entr 
«(^r^^b^nd vio« Polygonalsystemen ^ direet die Polyedralsysteme aufsuchen. 
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Aber alle überhaupt möglichen regelmässigen Systeme^ des Raumes er- 
schöpfend au&ufinden, ist minder leicht. Erst wenn dies gelungen ist| 
wird es auch nöthig sein, eine Classification derselben (und implicite 
auch der ebenen Systeme) nach dem grösseren oder geringeren Grrade 
ihrer Symmetrie, vorzunehmen und die Vergleichung mit den Krystall- 
Systemen durchzuführen. Diese Angaben bleiben einer folgenden Abhand- 
lang vorbehalten. 

Carlsruhe, im Juli 1873. 



Druckfehler. 
Seite 70, Zeile 2 v. o. stott §. 21 lese man §. 22. 



Auszug aus einem Schreiben des Herrn Meriens an 

den Herausgeber. 



• • • TT ie ich hoffa, ist der folgende |*fac^^rag zu Joachimsthah vor- 
trefflicher Arbeit: Applications des d^terminants k la g^ometrie (dies Journal 
Bd. 40) von einigem Interesse. 

Der Ausdruck fär den Halbmesser eines Kreises^ welcher drei gegebene 
Kreise berührt, kann wie folgt hergeleitet werden. Es seien (ai,6i,ri), (ä„ b^jT^, 
(at,i„ri),(u,t;,^) die Coordinoten der Mittelpunkte und die Halbmesser der 
gegebenen und des gesuchten Kreises. Setzt man zur Abkürzung 

(a, _ a,y -f (b, — b,y - (r, - r,)' = 81, 
(a,-ai)* + (ft»-Äx)* — (r, — rO* = ©, 
(«1 -«,)'+ (fti — V — (n — r,)» = 6, 
_«[»_-©»_ (5» 4. 2 8® + 2 ©31+ 2 ?l» = 5), 
(_9l+35+^)Slri+(Sl~8+6)8r,+(Si+8-®)er, 

u — Oj t; — 6, ^»-{-^ 
u — at V — bt r, + ^ 
80 ei^ebt sich durch zeilen'weise Multiplication 
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(1.) S» 



u — «1 V — 6, 
u — a, V — 6} 
u — a, t; — 6, 
i© iS 
1(5 iSl 



»•5 + ^ 



iSf8<5. 



Ot- 


-u 


ft.- 


-V 


n + ^ 


o,- 


-M 


ft.- 


- V 


r, + ^ 


a,- 


-t* 


b,- 


- V 


rt + ^ 



Andrerseits lassen sich S and die doppelte Fl&che des von den lifittel- 
pankten der drei gegebenen E^reise gebildeten Dreiecks A bez. auf die Formen 



bringen, und geben zeilenweise mit einander multiplicirt, das Resultat 
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Ol — u bi — V »'1 + ^ 
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Ot — u bt — v *•, + $ 
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a, — u bt — V rj + $ 



M*rtens^ Anwendung der Determinanten in der Geometrie. 
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(2.) 2aS=— 



1 i© i» 

1 i@ i9[ 

1 i» iSl 

Eliminirt man aus (1.) und (2.) &, so ergiebt sich 



i(2)^+e). 



(3.) 



^= ä 



Man erhält die Halbmesser s&mmtlicher die drei gegebenen Kreise 
berObrenden Kreise, wenn man in dem Ausdrucke (3.) r^, r«, r, mit passen- 
den Vorzeichen behaftet. 

Das nftmliche Verfahren lässt den Ausdruck f&r den Halbmesser einer 
Kugel finden, welche vier gegebene Kugeln berührt. — Es seien (ai, 6p Cj, rj), 
(%> 6f > Cj, r,), (o,, Äj, c„ r,), (a4, 64, C4, r^^ {v^ v, w, ^) die Mittelpunktscoordinaten und 
Halbmesser der vier gegebenen und der gesuchten Kugel, V der Rauminhalt des 
von den lüttelp unkten der gegebenen Kugeln gebildeten Vierflachs; femer 
werde zur Abkürzung gesetzt: 

(a,_a,)'-f (6. — i,)* + (Ci — c,)* — (n- 

(ax -«.)»-!- (6x - 6,)» + (c. — cO* — (r» - 

(a, — a,y + (b, — h,y + (c, — c,y — ir,- 

(a,-a*)* + (Ä, — 60' + (c, — cO* — (r,- 

(«. — «,)* + (*, — i,)*-h(ck-c,)' — (r,- 






SPS!'» _ 53»g3'» — ©»©'» + 2 86 »(5' + 2 6« ©'31' + 2 818 r»* = L, 
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Multiplicirt man 7* zeilenweise mit der Determinante, welche ans T 
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durch Behaftung der Glieder der drei ersten Verticalreihen mit dem Zeichen 
— hervorgeht» so ergiebt sich 
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Andrerseits ist aber 
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woraus durch Multiplication 








r,-f-^ r,4-^ »•, + ^ 


nH-^ 








10 iS ia 


16 






(5.) 6vT^ 


1 i^ ^@' 


i»' 




-.^(M^ + Il) 




1 i» i®' 


i«' 


1 






1 i« iö' ^a' 







gefunden wird. Die £3imination von T aus (4.) und (5.) giebt 


M^ + N=12vVL, 








Jft: 


_ — iV+12AVL 









M 

Ich habe gelegentlich den Werth der Reihe 

welchen Omus in den Disq. ar. art 301 auf zehn Decimalstellen angiebt^ 
mit aller gebotenen Soi^alt auf weitere 17 Stellen berechnet und folgendes 
Betoltat gefunden 

«0.9875482543 1584375370 2574094. 



f «• 



Krakau, den 21. Mai 1873. 
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Untersuchung zusammenfallender reciproker Gebilde 

in der Ebene und im Räume« 



(Von Herrn Ä Schröter zu Breslau.) 



JL/ie allgemeine Reciprocität , d. h. die einfachste gegenseitig ein- 
deutige (lineare) Abhängigkeit ungleichartiger Elemente, wie Punkt und 
Gerade, oder Punkt und Ebene, zweier gleich mächtiger Grundgebilde von 
einander bietet die für viele Untersuchungen wichtigen Fragen dar, ob bei 
der Coincidenz beider Träger entsprechende Elemente auf einander fallen, 
welche geometrischen Orte solche besonderen Elemente und ihre entsprechen- 
den erfQllen, welche eigenthümliche Lage diese geometrischen Orte zu eia- 
ander haben u. s. w. Für den Fall zweier auf einander liegender reciproker 
Ebenen sind diese Fragen wohl zuerst von Seydewttz^ beantwortet; indes- 
sen erscheint eine Wiederaufnahme dieser Untersuchung, welche auch den 
dort bei Seite gelassenen imaginären Fall einschliesst^ und eine dem heutigen 
Standpunkt der synthetischen Geometrie entsprechende Darstellung nicht 
flberflfissig. FOr den Fall reciproker Räume sind jene Fragen in den 
neuem Lehrbüchern von Reye^) und P/aff***) nicht vollständig oder 
nicht ganz zutreffend erörtert worden ; es soll daher im Folgenden versucht 
werden, diese LQcke zu ergänzen, indem die allgemeinen Eigenschaften reci- 
proker Beziehung als bekannt vorausgesetzt werden. 

A. Aufeinanderliegende reciproke ebene Gebilde. 

1 Die sämmtlichen Punkte einer Ebene E constituiren ein ebenes Ge- 
bilde von gleicher Mächtigkeit mit den sämmtlichen Geraden einer anderen Ebene 
Ell jene Punkte können zu diesen Geraden in eine solche gegenseitig ein- 
deutige Abhängigkeit gesetzt werden (reciproke Beziehung), dass einem be- 



*) SeydewitZy Darstellung der ffeometrischeii Verwandtschaften mittele projectiri- 
scher Gebilde, Grunerts Arch. iL Math. u. Phys. Bd. Ylll. S. 1 ff. 

^ ReyBy Die Geometrie der Lage, II. Abtb., Hannover 1868. 
•**) Pfaf, Neuere Geometrie, Erlangen 1867. 
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liebigen Punkte x der Ebene E eine bestimmte Gerade X^ der Ebene -B, 
entspricht und allen Punkten x einer beliebigen Gerade Y die sämmtlichen 
Strahlen Xi eines ein£Eu:ben Strahlbflschels yi entsprechen, welches mit 
jener Punktreihe projecuvisch ist; dadurch werden zugleich die Geraden T 
der Ebene E auf die Punkte y^ der Ebene E^ m derselben eindeutigen Weise 
bezogen. Wir gehen nicht ein auf die Construction eines beliebigen Paares 
von entsprechenden Elementen beider Gebilde, sobald die Beziehung durch 
irgend vier willkOrlich gewählte Elementenpaare (wobei keine drei Punkte 
in einer Geraden liegen, keine drei Strahlen durch einen Punkt laufen 
dürfen) bestimmt wird*) ; vielmehr denken wir uns die Träger beider Ebenen, 
deren reciproke Beziehung gegeben ist, willkQrlich auf einander gelegt und 
fragen nach solchen entsprechenden Elementen, welche in einander liegen. 

Die Beantwortung dieser Frage führen wir auf einen speciellen Fall 
reciproker Beziehung, den Fall des Polarsystems zurück, welcher allgemein 
bekannt ist.**) Wenn nämlich die Träger der beiden reciproken Gebilde 
zusammenfallen, so haben wir in ein und derselben Ebene alle Punkte auf 
alle Geraden eindeutig bezogen, so dass jedem Punkte eine bestimmte Gerade 
entspricht und umgekehrt und einer geraden Punktreihe ein mit ihr projecti- 
visches Strahlbflschel ; einen Fall solcher Art bietet aber das gewöhnliche 
Polarsystem dar, bei welchem noch die im Allgemeinen nicht erfüllte Be- 
dingung hinzutritt» dass jede solche Punktreihe mit dem ihr entsprechenden 
Strahlbtkschel in involutorischer Lage sich befindet; das System sämmtlicher 
Pole und Polaren in Bezug auf einen (reellen oder imaginären) Kegelschnitt 
liefert gerade ein solches Gebilde, und umgekehrt vertritt das Polarsystem^ 
welches sich völlig unabhängig vom Kegelschnitt construiren lässt, einen 
Kegelschnitt: den Ort derjenigen Punkte, deren Polaren durch sie selbst 
laufen; und zugleich den von allen Geraden umhüllten Ort, deren Pole auf 
ihnen selbst liegen; dieser in beiderlei Hinsicht identische Ort (der Kern* 
kegelschnitt des Polarsystems) kann auch imaginär sein, während das Polar- 
system reell construirbar i^t, und in diesem Falle vertritt es den imaginären 
Kegelschnitt. 



^ Ygl. Moebüa^ der barycentrische Calcul, fünftes Capitel. 
^) Steinern Yorlesungen Aber synthetische Geometrie, Theil IL, bearbeitet von 
J7. Schräter. Vierter Absohoitt 
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2. In zwei auf einander liegenden reciproken ebenen Gebilden, deren 
Tr&ger E und Ex sind, kann jeder Punkt und auch jede Grerade in doppel- 
tem Sinne als der einen oder der anderen Ebene angehOrig aufgefasst wer^ 
den: bezeichnen wir daher eine beliebige Gerade doppelt X (Fi), so ent- 
sprechen ihr in beiderlei Sinn im Allgemeinen zwei verschiedene Punkte z, 
und y; die Verbindungslinie x^y trifft nun den Strahl X in einem Punkte, 
dessen zugeordneter vierter harmonischer Punkt mit x bezeichnet werde. 
Auf diese Weise . stellen wir eine neue AbhÄngigkeit her, indem wir jedem 
Strahl X der Ebene einen neuen Punkt x zuordnen; die beiden entsprechen- 
den Elemente X und % liefern alsdann ein gewöhnliches Polarsystem, wie auB 
folgender Betrachtung hervoi^eht: 

Drehen wir den Strahl X(Y^ 
um einen beliebigen in der Ebene 
festgehaltenen Punkt p(?i)j ^^ 
beschreibt Xi eine bestimmte mit 
dem Strahlbüschel proiectivische 
gerade Punktreihe auf dem Trä- 
ger P| und y eine bestimmte 
mit demselben Strahlbüschel pro- 
jectivische gerade Ponktreihe auf 
dem Trftger Q vermöge der ge- 
gegebenen reciproken Beziehung. 
Bezeichnen wir die Schnitt- 
punkte: 

(a;q^ = i und (r^Po=^i, 

dann durchlaufen | und x^ projectivische Punktreihen und ebenso auch 
y und rii ; diese beiden projecti vischen Punktreihen sind aber mit jenen beiden 
identisch, denn vermöge der gegebenen reciproken Beziehung entspricht dem 
Strahl py der Schnittpunkt (P„ JTi); d. h. y und rji sind ein Paar ent- 
sprechende Punkte derselben projectivischen Beziehung, zu weldber f und Xx 
gehören. Durch diese beiden projectivischen Punktreihen, welche ^ und x^ 
auf den Trägern Q und P^ durchlaufen, wird nun zunächst der Ort des 
Schnittpunktes bestimmt: 




(1^17 y«i) = ^, 



14- 



108 H. Schröter, über zueammen/allende reciproke Gebilde. 

wo S und Xi, y und rix irgend zwei Paare entsprechender Punkte sind; er 
durchläuft bekanntlich eine bestimmte Gerade Z*), nämlich die Verbindungs- 
linie deijenigen beiden Punkte auf P^ und Q, welche in beiderlei Sinn ent- 
sprechen dem Verbindungsstrahl von p{q^ mit dem Schnittpunkte (Pi, Q); 
um sodann den zu s zugeordneten vierten harmonischen Punkt j: zu ermit- 
teln, so dass Qciy$f)^= — 1 wird, müssen wir erst die Gerade x^y bei der 
Bewegung verfolgen; da Xx und ^ projectivische Punktreihen durchlaufen, 
ebenso tji und y^ endlich aber ^ und r^ perspectivische Punktreihen be- 
schreiben, weil sie in demselben Strahlbüschel liegen, so müssen auch y 
und Xi projectivische Punktreihen erzeugen; also umhüllt yx^ einen Kegel- 
schnitt, von welchem die Träger Pi und Q und die Gerade i, wie leicht 
zu erkennen ist^ Tangenten sind ; diese drei festen Tangenten schneiden nun 
die veränderliche Tangente in den Punkten x^, y und ^, zu welchen der 
vierte harmonische y bestimmt wird; daher muss bekanntlich**) der Ort 
von X eine vierte feste Tangente ^P desselben Kegelschnitts sein, und da 
zwei Tangenten eines Kegelschnitts von allen übrigen in zwei projectivischen 
Punktreihen geschnitten werden, so folgt, dass die gerade Punktreihe, welche 
;: auf dem Träger ^ durchläuft, projectivisch ist mit dem Strahlbüschel, 
welches X um p beschreibt. 

Das von dem Strahl X bei der Drehung um p beschriebene Strahl- 
büschel und die von je auf dem Träger ?) durchlaufene projectivische Punkt- 
reihe befinden sich in involutorischer Lage; ziehen wir nämlich jetzt den 
Strahl j)jc, welcher die drei Geraden 

Q Pi L respective in 

treffen möge, dann finden sich die entsprechenden Punkte Z| und t durch 
folgende Construction : 

denn es müssen die drei Punkte: 



*) Steiners Vorlesimgen IL, Seite 90. 
•*) A, a. O., Seite 125. 
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aif derselben Geraden L liegen ; sind die Punkte Zi und t hiemach bestimmt^ 
ßo haben wir zu dem Schnittpunkte r = (j^t^ tz^ den zugeordneten vierten 
hirmonischen aufzusuchen und nachzusehen, ob derselbe auf dem ursprüng- 
lichen Strahle XiY^ h^gt; dann müsste involutorische Lage stattfinden. 
Niin sind aber nach der Construction die vier Punkte harmonisch: 

also auch die Verbindungsstrahlen derselben mit dem Punkte ^, d. h. 

u(y«i^j:) = — l 
oder 

^(yu^r) = — 1, 

und da die Punkte sur auf der Geraden L liegen, so sind die vier Punkte 
harmonisch : 

(Q,X) u s r, 

also auch die Verl^indungsstrahlen derselben mit dem Punkte ^, d. h. die 
Strahlen : 

da nun die drei Punkte tz^r auf demselben Strahle liegen, so sind die 
vier Punkte harmonisch: 

t z^ r (4 rji , tz^) 
oder 

t z, r (X,tz^), 

d. h. der vierte zu r zugeordnete harmonische Punkt liegt auf dem anftng- 
liehen Strahl A, wie z. b. w. 

Wir haben nun durch unsere obige Construction eine derartige Be- 
ziehung hergestellt, dass wir zu jeder beliebigen Geraden X einen bestimm- 
ten Punkt jr zugeordnet haben von der Art, dass wenn X sich um irgend 
einen Punkt p dreht und ein Strahlbfischel beschreibt, der Punkt ;c auf einer 
bestimmten Geraden ^ eine mit dem Strahlbüschel projectivische Punktreihe 
beschreibt und diese Punktreihe mit jenem Strahlbüschel in involutorischer 
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Lage 8ich befindet; daraus folgt, dass X und r ein Polarsystem constituireo, 
d. b. Pol und Polare in Bezug auf einen gewissen (reellen oder imaginären) 
Eernkegelschnitt sind. Die Tangenten dieses Eernkegelschnitts K^^ sind nun 
solche ausgezeichneten Strahlen X^Y^^^ deren Pole ;r in Bezug auf das be- 
kannte Polarsystem in ihnen selbst liegen, und wenn von vier harmonischen 
Punkten sjiXxy zwei zugeordnete zusammenfallen, so muss in diesen aach 
einer der beiden andern zugeordneten hineinfallen, also entweder Xi oder y ; 
jede Tangente dieses Eernkegelschnitts K^^ besitzt also die Eigenschaft, 
dass der in döm einen oder dem andern Sinne ihr vermöge der gegebenen 
Reciprocität entsprechende Punkt in ihr selbst liegt; wenn nun x^ in X 
liegt, und wir fassen X als Y^ auf, so muss auch y in demselben Strahle 
liegen, denn da x^ auf JTi liegt, so muss auch X durch y gehen; wir 
sehen also, dass in diesem Falle beide dem doppelt aufgefassten Strahle 
X(Y^ entsprechenden -Punkte Xi und y in ihm selbst liegen; der Punkt je 
ist der Berührungspunkt mit dem Eernkegelschnitt K^'^^i der Punkt s ist, 
obwohl scheinbar unbestimmt, der vierte harmonische zu Xx^y und ]t; wir 
werden später seinen Ort bestimmen (5.). Das erlangte Resultat lässt 
sich nunmehr folgendermaassen zusammenfassen: 

In der Ebene der beiden zusammenfallenden reciproken ebenen Öe- 
bilde giebt es im Allgemeinen unendlich viele Strahlen von solcher Beschaff 
fenheitj dass die ihnen in dem einen und im andern Sinne entsprechenden 
Punkte in ihnen selbst liegen; diese Strahlen umhüllen einen bestimmten 
Kegelschnitt K^^, den Eernkegelschnitt eines Polarsystems y welches auf foU 
gende Art canstruirt wird: Irgend einem Strahle der auf einander liegen- 
den reciproken Gebilde in doppeltem Sinne aufgefasst X(^Ti) entsprechen 
im Allgemeinen zwei verschiedene Punkte Xi und y, deren Verbindungslinie 
den Strahl in einem Punkte s trifft, dessen zugeordneter vierter Iiarmonischer 
% sei; dann constttuiren X und r das gesuchte Polarsystem als Polare und 
Pol. Wenn auf dem Strahle X(Yi) der entsprechende Punkt x, liegt, so 
liegt auch der entsprechende Punkt y auf ihm. Hat das Polarsystem einen 
reellen Kemkegelschnittj so sind jene besonderen Strahlen reell vorhanden : ist 
der Eernkegelschnitt imaginär^ so sind auch jene besonderefi Strahlen sämmt^' 
lieh imaginär. 

8: Granz ebenso wie mr von einem beliebigen Strahle X(^Y^ und 
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den beiden ihm entsprechenden Punkten Xi und y in der Torigen Betrach- 
tung ausgingen, können wir andererseits von einem beliebigen Punkte in 
doppelter Auffassung xQ/i) und den beiden ihm entsprechenden Strahlen 
X^ und Y ausgehen, den vierten harmonischen durch den Schnittpunkt der- 
selben gehenden Strahl 3E construiren, welcher zugeordnet ist zu dem Ver- 
bindungsstrahl mit x(yi); wir erhalten durch, ganz gleichlaufende Be- 
trachtungen ein entsprechendes Resultat, welches folgendermaassen lau- 
ten muss: 

In der Ebene der beiden zusammenfallenden rectproken ebenen Ge- 
bilde gtebt es im Allgemeinen unendlich viele Punkte van solcher Beschaf- 
fenheit, dass die ihnen in dem einen und andern Sinne entsprechenden 
Strahlen durch sie selbst laufen : diese Punkte liegen auf einem Kegelschnitt 
hf^y dem Kemkegelschnitt eines Polarsystems^ welches auf folgende Art con* 
struirt wird: Irgend einem Punkte der beiden auf einander liegenden red- 
proken Gebilde in doppeltem Sinne aufgefasst x(y^ entsprechen im Allge- 
meinen zwei verschiedene Strahlen -X, und Y; verbindet man den Schnitt- 
punkt derselben mit dem angenommenen Punkte und construirt den vierten, 
diesem Strahle zugeordneten harmonischen Strahl 3E, so constituiren x und X 
als Pol und Polare das gesuchte Polarsyste^n. Wenn durch den doppelt 
aufgefassten Punkt x(y^ der entsprechende Strahl Xi geht^ so geht auch 
der entsprechende Strahl Y durch ihn. Je nachdem das so bestimmte Polar- 
System einen reellen Kernkegelschnttt hat oder nichts sind alle diese besonderen 
Punkte reell oder imaginär. 

Die beiden oben construirten Polarsysteme oder die ihnen zu Grrunde 
liegenden Eernkegelschnitte K^^^ und if^^ sind keineswegs identisch, haben 
aber eine eigenthümliche Lage zu einander, die wir später erkennen werden (4.). 
Sind beide Kegelschnitte reell, so schneidet jede Tangente von F^ den 
Kegelschnitt k^ in denjenigen beiden Punkten^ welche ihr in beiderlei Sinn 
der redproken Beziehung entsprechen^ und die at^ jedem Punkte des, Kegel- 
schnitts Ifi^ an den Kegelschnitt K^ gelegten Tangenten sind die beiden 
Strahlen^ welche dem angenommenen Punkte in beiderlei Sinn der redproken 
Beziehung entsprechen. Dass die Kegelschnitte K^^ und A:^^ gleichzeitig reell 
oder imagin&r sind, ist selbstverständlich, weil der Kegelschnitt kf^ nichts 
anderes ist, als der Ort derjeqigen Punkte, welche den Tangenten des Kegel- 
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schnitte K'^ in dem einen oder dem andern Sinne der gegebeneu reciprokei 

Beziehung entsprechen und auch uAigekehrt. 

4. Geben wir wiederum wie in 3. von einem beliebifcen Strahl« 

in der Ebene beider Gebilde aus und bezeichnen denselben in doppelten 

Sinne der reciproken Beziehung durch X(r,), die beiden ihm entsprechende! 

Punkte durch x, und y, bestim 
men den Schnittpunkt s doi 
Verbindungslinie x^y mit den 
anfänglichen Strahl und denkei 
uns nun diesen Steihl nicht un 
einen beliebigen Punkt p(,qO 
sondern um den besondere! 
Punkt s gedreht, den wir in 
andern Sinne mit f, bezeicfanei 
wollen, so werden sich x, undj 
auf zwei b^timmten Geradei 
S, tmd T bewegen und zwe 
mit dem StrahlbDschel projeo 
tivische Funktreihen beschrn 

ben; seien femer die Schnittpunkte wiederum: 

SO durchlaufen ebenfalls ^ und Xi dieselben beiden projectivischen Punkt 
reihen wie y und i;^, aber weil der Strahl Svi '^'"^ *^^^ festgehaltenen Punkt 

sich dreht und bei der Bewegung dieser Punkt auf einer und derselben mu 
TOD der gegebenen projectivischen Beziehung abhängigen Geraden zu bleibei 
gezwungen ist, so bleibt dieser Punkt (ßjju^iy) immer derselbe f (fi)> ^ 
folgt buch daraus, dass bei der Drehung des Strahls X(^Y^ um diesen be 
sonderen Punkt s(t^ das ron X beschriebene StrahlbQschel mit der voe 
x^ durchlaufenen Punktreifae in iDTdutonscher Lage sich befindet, denn den 
Strahle s y entepricht der Schnittpunkt (i^ T^) und dem Strahle tj x„ welchei 
mit sy identisch ist, entspricht im andern Sinne (7', X)i folglich ist die in- 
Tolutorische Lage erwiesen und daraus folgt wieder, dass die projectiTischeii 
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Panktreihen Xi und y perspectivisch liegen mflssen; denn bezeichnen wir 
den Schnittpunkt (S^ T) mit m und im andern Sinne mit n» so wird dem Strahl 
sm ein Punkt fii auf Si entsprechen, und wegen der involutorischen Lage 
muss dem Strahl s ui im ersten Sinne der Punkt Ui im andern entsprechen; 
folglich fallen in m (tii) zwei entsprechende Punkte der beiden projectivischen 
Punktreihen y und Xi zusammen, midiin liegen diese perspectivisch; bezeich- 
nen wir noch mit v den Schnittpunkt von s fii und Ty so zeigt sich eine 
besondere Eigenschaft des Punktes m (n^: ihm entspricht nämlich in beider- 
lei Sinn der redproken Beziehung eine und dieselbe Gerade ^i v, welche wir 
demgemäss mit Mi (N) bezeichnen. 

Dieses ausgezeichnete Elementenpaar, welches wir soeben ermittelt 
haben: m (n^) und Mi (N)^ und welches die charakteristische Eigenschaft besitzt, 
in beiderlei Sinn der reciproken Beziehung gleichzeitig sich entsprechende 
Elemente zu bilden, ist nach der obigen Gonstruction ein Paar Pol und 
Polare fbr beide vorhin ermittelten Polarsysteme oder für beide Kegelschnitte 
K^ und kf^ gleichzeitig; aber noch mehr: nehmen wir den vierten harmo- 
nischeti Punkt 8 zu s/iiVj welcher dem s zugeordnet ist, so mflssen der 
Punkt s und die Gerade mS Pol und Polare fflr den Kegelschnitt kf^'^ sein, 
folglich muss auch der Punkt 6 Pol sein der Geraden m ^ in Beziehung auf 
den Kegelschnitt Ifi^ (oder das ihn vertretende Polarsystem), d. h. wenn 
wir zu < die ihm in beiderlei Sinn der reciproken Beziehung entsprechenden 

r 

Strahlen, welche durch m(ni) gehen mflssen, construiren und den dem 8 
zugeordneten vierten harmonischen Strahl bestimmen, so muss derselbe durch 
$ gehen, oder wenn wir zu m 8 die in beiderlei Sinn ihm entsprechenden Punkte 
m£ Mi(N) bestimmen und den zugeordneten vierten harmonischen Punkt, so 
mosB derselbe mit s coincidiren, d. h. der Punkt 8 und die Gerade m s 
zugleich Pol und Polare für den andern Kegelschnitt K^\ also fOr 
Kegelschnitte gleichzeitig; die beiden Punkte s und 8 sind also con- 
jngirte Punkte und ebenso natflrlich die beiden Strahlen m s und m i con- 
jährte Strahlen f&r beide Kegelschnitte K^^ und /fi^ gleichzeitig. 

Nehmen wir auf dem ermittelten Strahle Mi (N) irgend einen andern 
Punkt s (ti) y so ftndem sich auch Si und T, schneiden sich aber nothwendig 
in demselben Punkte m(ni), weil dieser der Greraden Mi{N) in doppeltem 
Sinne entspricht; es ändert sich auch 9, der vierte harmonische Punkt, aber 

JMfMl ifir MathematÜL Bd. LXXVO Heft 9 o. 8. 16 



114 B. Sehroter ^ über gueammenfoBende reeiproke Oelnlds. 

die vorige Eigenschaft, dass s and i conjugirte Punkte sein müssen f&r 
beide Kegelschnitte K^^ und t^ gleichzeitig, lasst sich in derselben Art er- 
weisen. *Wir sehen also, dass nicht nur m(ni) und Mi(N) Pol und Polare 
f&r beide Kegelschnitte gleichzeitig sind, sondern dass auch die beiden 
Punktsysteme (s^ 8), welche der Geraden Mi (N) in Bezug auf beide Kegel- 
schnitte zugehören, identisch sind und daher ebenso die beiden Strahlsysteme, 
welche dem Punkte m(ni) in Bezug auf beide Kegelschnitte zugehOren, zu- 
sammenfiillen. Wir haben also folgendes Resultat: 

Die beiden Polar eysteme j deren KemkegeUchnitte K^ und V^ einä^ 
haben ein ausgezeichnetes Paar m(n^ und Mi(N^ als Pol und Polare gemein^ 
sehafilichy und es fallen ebensowohl die beiden StraMsysteme y welche dem 
Punkte m(ni) in beiden Polarsystemen sugehorenj zusammen^ wie die beiden 
Punktsysteme auf der Geraden Mx(J^^ welche den beiden Polarsystemen 
Mugehoren^ identisch sind. Sind die beiden KemkegeUchnitte K^ und Ifi^ 
reellj so haben sie also eine (reelle oder ideelle) doppelte Berührung^ Der 
Schnitipunkt der beiden gemeinschaftlichen Tangenten m(ni) und die Ver- 
bindungslinie der beiden Berührungspunkte Mx(N) sind inuner reell. 

5. Das im Vorigen ermittelte ausgezeichnete Paar sich in doppelter 
Weise entsprechender Elemente m(n^ und Mi(N) ist ein^ in seiner Art 
Wir haben es constmirt, indem wir von einem beliebigen Strahl X(Y^ aiuH 
gingen, den Schnittpunkt s(ti) desselben mit der Verbindungslinie Xiy auf- 
suchten und zu ^ (^ die beiden entsprechenden Strahlen Si und T ermittel- 
ten, welche sich in dem Punkte m(n^ treffen, dem in beideriei Sinn dei* 
redproken Beziehung eine und dieselbe Gn^rade üf] (N) entspricht. Ist nun 
diese Grerade Mi(N) einmal gefunden, so wird ii^end eine andere Gerade 
jr(l^i) ihr in einem Punkte s^(f^ begegnen, und die beiden entsprechenden 
Strahlen Si T werden sich in dem früheren Punkte m{n^ schneiden müs- 
sen; denken wir uns zu dem Strahl X\T^ die beiden entspredienden 
Punkte sli und %/ auf den Trftgem Si und F ermittelt, so muss das Dop- 
pelverhfiltniss der vier Punkte: 

dasselbe sein, wie das der vier entsprechenden Strahlen: 
^ Steiners Yorlesungen IL S. 864. 
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oder anders gestellt: 

da aber der Strahl s' m durch nj geht, der Strahl X' mit Y^i und der Strahl 
N mit Ml zusammenftllt, so muss auch (der Strahl s'j/ durch ia/| gehen» 
d. h. die Verbindungslinie afij/ trifit den Strahl X(jr^ in emem Punkte 
der Greraden Mi(N); wir haben hiemach folgenden Satz: 

Wenn man in dem ganzen Oebiet der beiden aufeinander liegenden 
reciproken Ebenen zu jedem beliebigen StratU in doppeltem Sinn aufgefasst 
X(Fi) die beiden ihm entsprechenden Punkte Xi und y aufsucht^ so frißt 
die Verbindungslinie Xijf jenen Strahl in einem Punkte s, dessen gesammter 
Ort eine und^ dieselbe feste Gerade Mi (N) istj welcher in beiderlei Sinn der 
reciproken Beziehung ein und derselbe Punkt m(ni) entspricht. Dreht man 
den Strahl X(7i) um einen und denselben Punkt s der Geraden Mi(N)^ 
so lauft auch die Verbindungslinie Xiy immer durch diesen Punkt und 
die dadurch erhaltenen Strahlenpaare bilden ein Strahlensystem. 

Diesem Resultat steht ein ganz gleichlaufendes zur Seite , welches 
swar schon aus der Beciprocitftt folgt, aber auch in gleicher Weise abge- 
leitet werden kann: 

Ist der ausgezeichnete Punkt m(n^ auf die oben angegebene Weise 
gefunden und wir nehmen einen beliebigen Punkt, den wir in doppeltem 
Sinne als x(y^ bezeichnen und dessen beide entsprechenden Geraden Xi 
mid F seien, während dem Punkte m{n^ dieselbe Gerade Mi(N) in dop- 
peltem Sinne entspricht; verbinden wir dann die beiden Punkte m (nj) und 
^(yO <Ii^u^b ^uie Grerade, welche wir mit P(Qi) bezeichnen wollen, dann 
(und die ihr in beiderlei Sinn entsprechenden Punkte die Schnittpunkte: 

i), = (if„ xo, ?=(iv;7). 

Nun entsprechen den vier Strahlen des durch pi gehenden Strahlbfischels : 

Pl ^1 , Piyi ^ M^ y Xi 

die vier Punkte: 

(P,jV)i iP.T), m , X 
oder anders gestellt (wobei die Gleichheit der Doppelverhfiltnisse bestehen 
bleibt): 

16* 
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Da nun die DoppelverhaltnisBe dieser vier entsprechenden Paare gleich 
sind und der Strahl pi Ui durch m geht^ der Strahl pi y^ durch x^ der Strahl 
Ml durch (P^N)^ so muss auch der Strahl Xi durch (PjY) gehen, d. h. 
der Schnittpunkt (^i, 7) liegt auf der Verbindungslinie der Punkte x(y^ 
und tn(ni). Das Weitere ist selbstverständlich, daher haben wir den Satz: 

Wenn man in dem ganzen Oebiet der beiden auf einander liegenden 
reciproken Ebenen zu jedem beliebigen in doppeltem Sinne aufgefaesten Punkt 
^ (jfi) die beiden ihm entsprechenden Strahlen Xx und T aufsticht und den 
Schnit^nkt derselben mit dem angenommenen Punkte verbindet^ so laufen 
alle diese Verbindungslinien durch einen und denselben festen Punkt m (ni), 
welchem in beiderlei Sinn der reciproken Beziehung dieselbe Gerade Mi (N) 
entspricht. Rücken wir den willkürlich gewählten Punkt x(tfi) auf einem 
durch m(ni) gehenden Strahl fort^ so bleibt auch der Schnittpunkt (Xi, 7) 
beständig auf diesem Strahl und die dadurch erhaltenen Punktenpaare bilden 
ein Punktsystem. 

Ist ein solches Punktsystem hyperbolisch, so sind offenbar die beiden 
Asymptotenpunkte desselben Punkte des Kegelschnitts kP\ also hftngen die 
auf sämmtlichen durch den Punkt m(ni) gehenden Strahlen bestimmten 
Punktsysteme in der Weise zusammen, dass ihre Asymptotenpunkte den 
Kegelschnitt kf^ erftlllen, und anderseits werden die Asymptoten aller 
deijenigen Strahlsysteme, welche wir oben f&r die Punkte s der Geraden 
Mi{N) construirt haben, die sämmtlichen Tangenten des Kegelschnitts EP 
sein. Wir haben dadurch die beiden Kegelschnitte kf^ und E^ noch in 
anderer Weise definirt, als durch die früher construirten Polarsysteme. 

6. Ausser dem einen von uns ermittelten Paare ausgezeichneter in 
beiderlei Sinn der reciproken Beziehung sich entsprechender Elemente m (ni) 
und Mi(N) giebt es im Allgemeinen noch zwei andere Paare von gleicher 
Beschaffenheit aber von eigenthümlicher Lage, welche entweder beide reell 
oder beide imaginär sind. Das Strahlsystem nämlich, welches dem Punkte 
m(ni) f&r beide Polarsysteme gleichzeitig zugehört, hat im Allgemeinen zwei 
Asymptoten (reelle, wenn es hyperbolisch ist, und imaginäre, wenn es ellip- 
tisch ist) und anderseits hat das Punktsystem auf der Geraden Mi(N)j 
welches beiden Polarsystemen gemeinsam zugehört, zwei Asymptotenpunkte ; 
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ia aber m(n^ und Mi(N) selbst Pol und Polare fbr das Polarsystem sind, 
so liegt bekanntlich jenes Strahlsystem mit diesem Punktsystem perspectivisch, 
d h. jene beiden Asymptoten gehen durch diese beiden Asymptotenpunkte hin- 
durch, oder wenn wir den reellen Fall vor Augen haben : die beiden Asymptoten 
sind die gemeinschaftlichen Tangenten, die beiden Asymptotenpunkte die bei- 
den BerOhrungspunkte der einander doppelt berührenden Kegelschnitte K^^ und 
1^. Jede der beiden Tangenten und der auf ihr liegende Berührungspunkt 
nnd daher solche besonderen Elemente, welche sich rücksichtlich der ge- 
gebenen reciproken Beziehung in doppeltem Sinne entsprechen, und haben 
^eselbe besondere Eigenschaft, wie das oben gefundene Paar m(ni) und 
Mi(N) mit dem Unterschied, dass bei jedem dieser Paare der Punkt in 
dem ihm in doppeltem Sinne entsprechenden Strahle selbst liegt. 

Mehr als diese drei Paare ausgezeichneter Elemente, welche in beider- 
lei Sinn der reciproken Beziehung sich, gleichzeitig entsprechen, kann es im 
Allgemeinen nicht geben; denn gäbe es noch ein solches Paar, so müsste 
dies auch ein Paar Pol und Polare für beide oben ermittelten Polarsysteme 
sein, und dann würden diese beiden Polarsysteme, also auch ihre Eemkegel- 
schnitte identisch sein; es würde also jedem Punkt in beiderlei Sinn der 
reciproken Beziehung dieselbe Gerade entsprechen. Dies ist ein besonderer 
Fall, welchen wir die polare Lage der beiden auf einander liegenden reci- 
proken Ebenen nennen, und für den wir die nothwendige und ausreichende 
Bedingung aufsuchen wollen. 

Sei in den beliebig auf einander gelegten reciproken ebenen Gebilden 
das besondere Paar ausgezeichneter Elemente m(ni) und Mi(N) bestimmt, 
welche ausser einander liegend in doppeltem Sinne der redproken Beziehung 
sich gleichzeitig entsprechen, und drehen wir jetzt um den Punkt m(n^ 
einen beliebigen Strahl X(Fi), so durchlaufen die entsprechenden Punkte Xi 
und y auf derselben Geraden Mi(N) im Allgemeinen zwei verschiedene 
Punktreihen, welche mit dem von X(^Y^ beschriebenen Strahlbüschel pro- 
jectivisch sind. Wir haben nun oben den vierten harmonischen Punkt f 
bestimmt, welcher von X(^Yi) durch die Punkte Xi und y harmonisch ge- 
trennt wird; dieser beschreibt bei der Bewegung von X(Y^ eine dritte 
projeetivische Punktreihe, welche mit dem Strahlbüschel in involutorischer 
Lage sich befindet, und das daraus hervorgehende Strahlsystem und das 



118 H. Schröter^ übtr 



t -M » : .. » 



Panktftyfftem, die penpectivisdi liegeo^ sind, wie wir gesdien haboi, 
Folarsy Sternen, deren Kemkegelsdinitte E^ und i^ lind, gemeiiiadiaftfidt. 
Es könnte non der besondere Fmll dntr^en, daas das Strshlbfisdiel X mü 
der Ponktrrihe Sg in inFolatorisdber Lege sich befitaide, dann mflsste 
y mit X| zosammenfallen, folglidi auch in diesen Punkt hineinfidlen; es wOrds 
hiemach das Ponkt- und Strahkystem, welches X and Xi an&ogen^ identisbh 
sein mit dem aas Ti and y oder ans X and r entspringenden, and wir wissen^- 
dass die involatorische Lage bedingt ist dareh ein einnges Pkar Terwediselt 
aaf einander fidlender ent^rechender Elemente, d. h. sobald es nnr einmal top- 
kommt, dass wihrend dem Strahl X der Pankt Xg entqvidit, aadi dem nach x^ 
hingehenden Strahl im ersten Sinne der Beaaehang ein aaf X liegender Pankt 
im andern Sinne entspricht, dann jedes Mal diese imrxdatorische Lag^ aaftritL 

In diesem besonderen Falle wird also jedem darch m (m,) gesogenen 
Strahl Z(70 ein and derselbe Pankt j^(y) auf der Geraden Mt(N) ent- 
sprechen, and wir haben aasser dem or s prfln ^dien Paare m(n^ and Mi(N) 
noch anendlich viele andere Paare von gam dvsdben Beschaflfenhät^ and 
hieraas folgt sogleich, dass dies aDgemon and immor der Fall ist. Halten wir 
nbnlich ein beliebiges solches Paar X(I^ and Xi(y) fest [wo X(I^ darch 
m(n^) llaft and ^(y) aaf ifi(A) li^] and drehen am X|(y) irgend änen 
Strahl Z(^T^ so darchlaafen die bdden ent^rechenden Pankte #1 and t 
zwei projeetivische Panktreihen aaf X(^; das von Z beschriebene Strahlr 
büschel and die von z^ darchlaofene Paoktreihe sind nicht allein projecti- 
visoh, sondern befinden sich auch in involutorischer Lage, denn dem be- 
sonderen durch Xi (y) gehenden Strahl N ent^richt der Punkt n^ und zu- 
gleich dem nach tii(m) hingehenden Strahl der Schnittpunkt von N(M^ mit 
X(r^; Mis der involutorischen Lage dieser beiden von Z und Zi besdirie- 
benen Gebilde folgt nun, dass dem Strahl Z(T^ ein und derselbe Punkt 
fi(0 auf XC^i) entsprechen muss, und da der Strahl Z(2\) flbrigens ein 
gaus bixliebiger ist, su dem jede Gerade in dem ganzen Gebiet der beiden 
TrAger gewählt werden kann, so folgt, dass jeder Geraden in doppeltem 
Hiuuo aufgefasst ein und derselbe Punkt und umgekehrt jedem beliebigen 
Punkt in doppeltem Sinne au%efos8t eine und dieselbe Gerade entspridit, 
das» aliio die beiden reciproken Gebilde in polarer Lage sich befinden. Wir 
kAnneii also das Ergebniss der Betrachtung so zusammenfossen: 
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Wenn in zwei auf einander liegenden reciproken ebenen Gebilden 
da$ immer reell und im Allgemeinen nur ein Mal vorhandene ansgezeich^ 
nete Elementenpaar m(ni) und Mi(N)j welches sieh gleichzeitig in doppelt 
tem Sinne entspricht und ausser einander liegt, die eigenthSmliche Lage be- 
sitzt^ dass ein um m(n^ gedrehter Strahl X und sein entsprechender Punkt 
Xi auf Ml (N) involutarisch liegen^ dann befinden sich die beiden reciproken 
OebUde in polarer Lage, d. h. Jeder Geraden in der Ebene beider Träger 
entspricht in beiderlei Sinn ein und derselbe Punkt und jedem Punkte in 
beiderlei Sinn je eine und dieselbe Gerade. Dieses in dem einen oder andern 
Sinn aufgefasste Doppelgebilde von Punkten und Strahlen canstituirt einge* 
wohnliches Polar System^ und die beiden im Allgemeinen verschiedenen 
Polarsysteme, welche wir oben ermittelt haben, fiillen in diesem besonderen 
Falle zusammen. 

7. Es entsteht nunmehr die Frage, ob und wie es möglich ist, 
zwei gegebene reciproke ebene Gebilde mit ihren Trägem E und Ei so auf 
einander zu legen^ dass sie ein Polarsystem bildend 

"Wie auch die beiden Ebenen E und Ex auf einander gelegt werden 
mögen, immer befinden sich die beiden unendlich entfernten Geraden der- 
selben auf einander; wenn also polare Lage eintreten soll, so müssen auch 
die ihnen entsprechenden Punkte zusammenfiedlen ; bezeichnen wir die un- 
endlich entfernten Greraden der beiden Ebenen E und E^ durch M^ und NT 
entspreche der Greraden Jf * der Ebene E der Punkt mj der Ebene E^ und 
Geraden N^ der Ebene E^ der Punkt n® der Ebene E\ denken wir uns 
die Ebenen E und E^ so auf einander gelegt, dass die besonderen Punkte 
111$ und n® zusammenfiJlen , dann haben wir noch die Freiheit, um diesen 
festgehaltenen Punkt die eine oder die andere der beiden Ebenen beliebig 
ZQ drehen, ohne die Ebenen selbst von einander zu trennen ; das besondere 
Paar sich in doppelter Hinsicht entsprechender Elemente ni{(n^ und 
M^Qfr) bleibt dabei unverJbidert bestehen; es ist nun leicht, um polare 
Lage zu erzielen, eine solche Drehung vorzunehmen, dass ein durch n® 
gehendes Strahlb&schel X mit der auf NJ^ befindlichen projectivischen Punkt- 
reihe Xi in involutorische Lage gelangt^ Denken wir uns den Mittelpunkt 
n* des Strahlbflschels X noch mit dem jedesmaligen Xi verbunden, so er- 
halten wir in n^ zwei concentrische projeetivische Strahlbfische), die auf fol- 
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gende Art zur involutorischen Lage gebracht werden kOnneD; es ^ebt be- 
kanntlich in den beiden projectivischen Strahlbflschehi ein einziges immer 
reelles Paar von Schenkeln entsprechender rechter Winkel*), die wir mit 
Sj t und ^1, ti bezeichnen, so dass also die Winkel: 

(^, () = 90' und (*i, O = 90' 

sind; drehen wir nun die beiden Strahlbüschel um das gemeinsame Gentrum 
tili (n^) so herum, dass s mit ^i, also auch Si mit t zusammenfällt, dann sind 
sie offenbar in involutorischer Lage, also die ebenen Gebilde' in polarer Lage. 

Bezeichnen wir kurz die besonderen Punkte m' und n®, welche den 
unendlich entfernten Geraden der beiden reciproken Ebenen entsprechen, als 
die Mittelpunkte^ die besonderen immer reellen Strahlen stjSiti (deren Gon- 
struction, wenn die reciproken ebenen Gebilde ausser einander willkürlich 
gegeben sind, ersichtlich ist) als die Axen der beiden reciproken Gebilde, 
so können wir das Ergebniss folgendermaassen aussprechen: 

Zwei gegebene reeiproke ebene Gebilde können immer dadurch in 
polare Lage gebracht werden, dass man ihre Mittelpunkte vereinigt und die 
Axen verkehrt zur Deckung bringt (s mit ti und Si mit t). 

Dies kann, wenn man die Ebenen auch umklappen dar^ offenbar in 
vierfacher Weise geschehen, und die daraus hervorgehenden vier Polar- 
systeme, deren Eemkegelschnitte harmonisch - zugeordnet sind, besitzen 
eigenthümliche Eigenschaften.**) Wir bemerken schliesslich noch, dass 
diese Ergebnisse in vollkommener üebereinstimmung stehen mit den be- 
kannten Betrachtungen bei Gebilden von einer Dimension; z. B. zwei allge- 
meine projectivische Punktreihen kOnnen immer so auf einander gelegt wer- 
den, dass ihre entsprechenden Punkte eine Livolution (Punktsystem) bilden, 
indem nur die den unendlich entfernten Punkten entsprechenden Punkte 
vereinigt werden. Auch lassen sich nach Analogie unserer Betrachtung bei 
zwei beliebig auf einander geworfenen projectivischen Punktreihen die 
unbekannten Doppelpunkte auf die Asymptotenpunkte eines reell construir- 
baren Punktsystems zurückführen, was für manche Untersuchungen nützlidi 
ist: Werden zwei gegebene projectivische Punktreihen auf einander gelegt^ 
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SO ist jeder Punkt ihres gemeinsamen Trägers doppelt aufzufassen als 
*(yi)j ^^ einen oder der andern Punktreihe angehorig; in beiderlei Sinn 
entsprechen ihm im Allgemeinen zwei verschiedene Punkte Xi aus y; bestimmt 
man den vierten harmonischen Punkt r, durch welchen diese beiden harmo* 
niseh zu x(y^ getrennt werden^ dann beschreibt bei der Veränderung das 
Punktepaar xj: ein Punktsystem (Involution), dessen Asymptotenpunkte die 
Doppelpunkte der beiden gegebenen projectivischen Punktreihen sind. 

B. In einander liegende reciproke räumliche Gebilde. 

8. Wir können die sämmtlichen Punkte eines unendlich ausgedehnten 
Raumes R auf die sämmtlichen Ebenen eines' zweiten gleich mächtigen 
Raumes Ri in einer solchen gegenseitig eindeutigen Weise beziehen , dass 
jedem Punkte x des ersten Raumes eine^ bestimmte Ebene X^ des zweiten 
Raumes entspricht, während x eine beliebige Punktreihe auf einer Geraden 
g durchläuft, die entsprechende Ebene ^i ein mit dieser Punktreihe projec- 
tivisches EbenenbQschel, dessen Axe gi ist, beschreibt, also jeder Geraden 
g des Raumes R wieder eine Gerade gi des Raumes Ri entspricht, end- 
lich einer durch zwei sich schneidende Gerade g und h gelegten Ebene F 
des ersten Raumes ein bestimmter Punkt ^i, der Schnittpunkt der entspre- 
chenden Geraden gi und Ai, entspricht (gi und hi müssen sich nämlich 
schneiden, weil dem Schnittpunkt (^, A) eine einzige bestimmte Ebene des 
Raumes Ri entspricht, die durch gi und auch durch hi gehen muss, und da gi und 
hl in einer Ebene liegen, so müssen sie sich treffen); folglich werden auch den 
Ebenen Y des Raumes Ä, welche durch eine Gerade g gehen, die Punkte y^ 
der entsprechenden Geraden g^ entsprechen, und das Ebenenbüschel wird 
wiederum mit der Punktreihe projectivisch sein. 

Eine solche Beziehung der beiden gleich mächtigen Räume R und Ri 
nennt man die allgemeine reciproke Beziehung, bei der den Punkten 
Strahlen und Ebenen des Raumes R die Ebenen, Strahlen und Punkte des 
Raumes Ri in beiderseits eindeutiger Weise entsprechen. Wir gehen auch 
hier nicht auf die einfache Gonstruction entsprechender Elemente der beiden 
reciproken Räume näher ein, wenn die Beziehung etwa durch fünf beliebige 
Paare entsprechender Elemente, Punkte und Ebenen (von denen keine vier 
Punkte in einer Ebene liegen, keine vier Ebenen durch einen Punkt laufen 
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dflrfen) bestimmt wird ^ vielmehr beschfiftigen wir uns, da die Räume hier 
schon ihrer Natur nach ganz in einander liegen, d. h. den einzigen unserer 
Anschauung sich darbietenden unendlichen Raum erfüllen, nur mit. der Frage, 
wapn bei allgemein gegebener reciproker Beziehung entsprechende Elemente 
in einander liegen, d. h. ein Punkt in der ihm entsprechenden Ebene selbst 
liegt, eine Ebene durch den ihr entsprechenden Punkt geht, eine Ge- 
rade mit der ihr entsprechenden Geraden in einer Ebene liegt oder die- 
selbe trifft? 

Wir führen auch hier die Beantwortung dieser Frage auf einen be- 
kannten speciellen Fall solcher reciproken Beziehung, das räumliche 
Polarsystem, zurück, d. h. Pole und Polarebenen, conjugirte Grerade in Bezug 
auf eine (reelle oder imaginäre) Fläche zweiter Ordnung, die Eemfläche 
des Polarsystems; ein solches von der Realität der Kernfläche völlig unab- 
hängiges immer reell construirbares Polarsystem hat nämlich noch die 
im Allgemeinen nicht erfüllte Eigenschaft, dass jedes Ebenenbüschel und 
die ihm entsprechende Punktreihe sich in involutorischer Lage befinden; 
die Eemfläche des Polarsystems erscheint als der Ort derjenigen Punkte, 
deren Polarebenen durch sie selbst gehen, oder als umhüllt von denjenigen 
Ebenen, deren Pole in ihnen selbst liegen, oder endlich als der Ort der 
Schnittpunkte SQlcher conjugirten Strahlen, welche sich treffen, und zugleich 
umhüllt von den Ebenen, in welchen sich zwei conjugirte Strahlen treffen; 
aber auch wenn die Eemfläche imaginär ist, ist das Polarsystem immer 
reell construirbar und vertritt in diesem Falle die imaginäre Fläche zweiter 
Ordnung. *) 

9. In den beiden einander durchdringenden reciproken Räumen kann 
jeder Punkt, jede Gerade und jede Ebene in doppeltem Sinne aufgefasst 
werden, sowohl dem einen, als auch dem andern Räume angehörig; bezeich- 
nen wir daher eine beliebige Ebene, doppelt aufgefasst, durch ^(l^i), so wer- 
den ihr im Allgemeinen zwei verschiedene Punkte Xi und y entsprechen; 
der Schnittpunkt der Verbindungslinie x^y mit der angenommenen Ebene 
-3r(Z,) heisse s und der zu s zugeordnete vierte harmonische Punkt, durch 



*) Vgl. Dr. G. Beyer: Untersachimgen über das räumliche Polarsystem, Inan- 
goral-Dissertation, Breslaa 1868. 
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welchen Xi y harmonisch getrennt wferdai, heisse f. Auf diese Weise stellen 
wir eine neue reeiproke Beziehung her, indem wir zu jeder Ebene X den so 
construirten Punkt ^ zuordnen; diese entsprechenden Elemente X und ;r 
bilden alsdann ein gewöhnliches räumliches Polarsystem, wie aus folgender 
Betrachtung hervorgeht: 

Drehen wir die willkflrlich gewählte Ebene X(Fi) um eine beliebige 
in ihr festgehaltene Gerade g (Ai), so durchlaufen die entsprechlsnden Punkte 
Zi und y zwei mit dem EbenenbQschel projectivische Punktreihen, deren 
Träger im Allgemeinen zwei sich im Räume nicht treffende Gerade gi und h 
sein werden; suchen wir zunächst den Ort des Punktes s bei dieser Be- 
wegung auf und sodann den Ort von ;r. Die Ebene X(Yi) schneidet die 
beiden Träger gi upd h selbst in zwei Punkten, die wir beziehlich mit 

bezeichnen wollen, dann beschreiben sowohl § und ^r^, als auch y und tji je 
zwei projectivische Punktreihen, die aber mit einander identisch sind, denn 
vermöge der gegebenen reciproken Beziehung muss der Ebene g y der 
Schnittpunkt {jg^ Zi), d. h. der Punkt rix entsprechen ; es gehören also y und 
fix zu derselben projectivischen Beziehung, zu welcher ^ und x^ gehören; 
wir haben daher nur zwei projectivische Punktreihen ^ und Xx auf den 
beiden Trägern h und gx zu verfolgen, die wir als gegeben ansehen dürfen. 

Verbinden wir jetzt einen beliebigen Punkt p der Geraden g(h^ mit 
den beiden bekannten projectivischen Punktreiben i und Xx, so erhalten wir 
\Xk p zwei projectivische ebene Strahlbäschel in verschiedenen Ebenen, deren 
entsprechende Strahlen p S und p Xx sind ; die beiden Strahlbüschel haben 
feinen Strahl gemeinschaftlich, die Schnittlinie der Ebenen (p, h) und (p, ^i), 
welche von p nach dem scheinbaren Durchschnittspunkt der Träger h und 
gx hingeht; nennen wir die Punkte, in welchen dieser gemeinsame Strahl 
die Träger triffi;, e und /i, die ihvlen durch die gegebene projectivische Be- 
ziehung entsprechenden Punkte Si und /, und irgend zwei andere Paare ent- 
sprechender Punkte auf d'en Trägem h und gx mögen § und X|, y und tji 
heissen, wo unter dem letzteren Paar das obige verstanden werden kann 
öder auch nicht; dann sind in beiden Strahlbüscheln die Doppelverhältnisae 
einander gleich: 

16* 
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P(!^f^y) — P(^t/i^iVÖ oder 

nun ist aber pefi ein und derselbe Strahl, folglich muss pei-spectivische 
Lage eintreten oder die drei Ebenen: 

P/^i P^Vi py^i 

müssen sich in einer Geraden schneiden, welche durch p geht. Hieraus 
folgt umgekehrt, dass die Schnittlinie der beiden Ebenen p^rii und pyXi, 
wie übrigens auch die willkürlich gewählten Paare entsprechender Punkte 
§ und Xi, y und 17, angenommen werden mögen, in einer und derselben festen 
Ebene pfei liegen muss; diese feste Ebene, deren Construction oben ange- 
geben ist^ hängt nur ab von dem Punkte p und den gegebenen projectivischen 
Punktreihen; wir können dies Resultat noch etwas anders aussprechen: 

Sind auf zwei sich nicht schneidenden Geraden im Räume h und gi 
als Trägem zwei bestimmte projectivische Punktreihen § und x^ gegeben 
und man legt durch einen beliebigen festen Punkt p des Raumes eine ver- 
änder liehe Ebene, welche die beiden Träger respective in ^ und rji trifft^ 
deren entsprechende Punkte Xi und y sind, dann schneidet die durch pxxy 
gelegte Ebene die erste Ebene in einem veränderlichen Strahl, welcher sich 
in einer und derselben festen Ebene um p dreht. 

Nehmen wir jetzt einen zweiten Punkt p' auf der ursprünglichen 
Geraden g (Äi) und stellen dieselbe Betrachtung an , so erhalten wir ein 
gleiches Resultat und eine bestimmte durch p' gehende Ebene als Ort der 
Schnittlinien je zweier Ebenen p' § rjx und p' y Xi. Fassen wir aber nur das 
einfache Ebenenbüschel auf, welches durch p und p' gleichzeitig geht und 
dessen Axe g (Äi) ist, so werden die beiden Ebenen pxiy und p' Xi y, deren 
Schnittlinie Xi y ist, die veränderliche Ebene des Büschels, welche in ^ und 
rix den Trägem begegnet, in je einem solchen Punkte treffen müssen, 
dessen gesammter Ort gemeinschaftlich ist den beiden vorigen festen Ebenen, 
d. h. eine bestimmte feste Gerade ist; der gesuchte Ort unseres Punktes 
s ist daher eine gewisse Gerade / im Räume, deren Lage noch näher da- 
durch bestimmt wird, dass sie eine Generatrix desjenigen Hyperboloids ist, 
welches von allen Verbindungsstrahlen Xiy erzeugt wird; in der That^ da die 
Punkte S und Xi projectivische Punktreihen auf den Trägern h und gi bilden, 
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ebenso rji und y projectiyisch sind, S uncl rii aber perspectivisch in dem- 
selben Ebenenbüschel liegen, so mfissen auch y und Xi projectivische Punkt- 
reihen durchlaufen, also wird ihre Verbindungslinie eine Regelschaar eines 
Hyperboloids bilden; da der Punkt s des veränderlichen Strahls y Xi ein Gerade 
l durchläuft, so muss dieselbe eine Generatrix der zweiten Schaar sein, 
welcher die Träger gi und h angehören^ wir haben also zunächst dies 
Resultat: 

Wird in den beiden reciproken Räumen eine doppelt aufgefasste 
Ebene X^Y^) um eine beliebige Axe g Qh) gedreht^ so durchlaufen die enU 
sprechenden Punkte Xi und y zwei mit dem Ebenenbüschel projectivische 
gerade Punktreihen auf den Trägem gi und h; die Verbindungslinie x^y 
erzeugt eine Regelschaar eines Hyperboloids und trifft die jedesmalige 
anfängliche Ebene -^(Ji) in einem Punkte Sy dessen gesammter Ort 
eine bestimmte Gerade l ist, die eine Generatrix der zweiten Regel'' 
schaar des vorigen Hyperboloids ist, welcher die Träger g^ und h an-- 
gehören. 

Wir haben nunmehr den vierten harmonischen^ zu s zugeordneten Punkt 
;r aufzusuchen, durch welchen x^ und y harmonisch getrennt werden mit 5, 
d. h. für den das Doppelverhältniss (Xi y sf)=s — 1 ist. 

Denken wir uns vollständig das Hyperboloid H^^ hergestellt, auf 
welchem ^r^y eine Regelschaar durchläuft, während hgi und / drei Genera- 
trices der andern Regelschaar sind, construiren wir auf der Generatrix Xiy s 
den vierten harmonischen Punkt ;r und auf einer zweiten Generatrix dersel- 
ben Schaar afi j/ s' den vierten harmonischen Punkt jr', so wird die Verbin- 
dungslinie ^jf ganz auf dem Hyperboloid H^^^ liegen müssen und eine Genera- 
trix der andern Schaar sein; denn da irgend zwei Generatrices einer Schaar 
des Hyperboloids von den sämmtlichen Generatrices der andern Schaar in 
2wei projectivischen Punktreihen geschnitten werden und die Doppelverhält- 
nisse Qtiy sr) und (ßfi y^ s' f) einander gleich sind, weil beide — 1 sind, so 
ist xi^ «ine Generatrix des Hyperboloids H^\ die wir g nennen wollen; nun 
werden aber alle übrigen Generatrices der ersten Schaar von diesen vieren 
A ^1 ' S ^^^^ ^^ gleichen Doppelverhältnissen geschnitten, die also hier immer 
harmonische Verhältnisse ( — 1) sind; folglich ist der Ort aller vierten har- 
monischen Punkte ;: die Gerade g und der Punkt ;:, welcher auf dieser 
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Geraden sich bewegt, beschreibt eine Punktreihe, die mit ^, also auch mit 
dem ursprünglichen EbenenbOschel X{Y^ projectivisch ist; es bleibt jetzt 
noch nachzuweisen, dass das Ebenenbüschel, welches die Ebene Jr(Zi) be- 
schreibt, und die gerade Punktreihe, welche y durchläuft, in involuto^ 
rischer Lage sich befinden. Dies können wir in Kürze folgendermaassen 
nachweisen: 

Legen wir durch die Axe g(h^ und den gefundenen Punkt jr eine 
Ebene (Z, Ti), welche die Geraden: 

h ffi respective in 

treffen möge, und seien die entsprechenden Punkte Zi und t anf diesen beiden 
Trägem, so wissen wir, da nach dem Obigen im Grunde nur zwei mit ein- 
ander projectivische Punktreihen auf diesen Trägem vorhanden sind, dass 
die Doppelverhältnisse folgender vier entsprechender Punktenpaare gleich 
sein müssen: 

(S ty = («1^1 ^iTi) oder 

Nun geht durch die Axe g (hi) eine Ebene -^(Ji), welche die Punkte | und 
iji enthält, eine zweite Ebene Z(^Ti)y welche die Punkte ^ und ti enthält; 
mithin können diese beiden Ebenen als Doppelebenen zweier projectivischer 
Ebenenbüschel aufgefasst werden, bei denen die durch y und Xi ein Paar 
und die durch t und Zi ein zweites Paar entsprechender Ebenen sein müs- 
sen; da aber die durch y und Xi gelegten Ebenen nach der Construction 
von den beiden Doppelebenen harmonisch getrennt werden, so bilden die 
beiden projecti vischen Ebenenbüschel ein hyperbolisches Bbenensystem (In- 
volution), und es müssen daher auch die durch t und Zi gelegten Ebenen 
von den beiden Doppelebenen harmonisch getrennt werden; wird also die 
durch f gelegte Ebene ^(?\) von den Verbindungslinien der beiden ent- 
sprechenden Punkte Zi und t in einem Punkte r getroffen, dessen zugeord- 
neter vierter harmonischer Punkt 3 ist, so muss g in der zweiten Doppelt 
ebene oder in der anfänglichen Ebene X(^Fi) liegen. Dadurch ist nun die 
involutorische Lage dargethan und zugleich erwiesen, dass X und x die 
veränderlichen Elemente (Polarebene und Pol) eines bestimmten räumlichen 
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Polarsystems sind, dessen (reelle oder imaginäre) Eemflache wir F^^ nennen 
wollen. Die Tangentialebenen dieser Eemflftche sind nun solche ausgezeich- 
neten Ebenen X (Y^ da$s ihre Pole t in ihnen selbst liegen, und wenn von 
vier harmonischen Punkten sfXiy zwei zugeordnete s und x zusammenfallen, 
so muss auch einer der beiden andern zugeordneten Punkte in diesen dop- 
pelten Punkt hineinfallen, also entweder Xi oder y; jede Tangentialebene 
der Eemflache F^^ besitzt daher die Eigenschaft, dass der in dem einen 
oder dem andern Sinne der gegebenen reciproken Beziehung ihr entspre« 
chende Punkt in ihr selbst liegt. Wenn nun Xi in X liegt und wir fassen 
X als eine Ebene J^ auf, welche durch Xi geht, so muss auch der ent- 
sprechende Punkt y in der Ebene X liegen. Wir sehen also, dass allemal 
beide der Ebene X (Zi) in doppeltem Sinne entsprechenden Punkte Xi 
und y gleichzeitig in ihr liegen; der auf dieser Geraden liegende Pimkt x 
ist der Berührungspunkt mit der Eernfläche F^^. Wir haben demnach fol- 
gendes Resultat! 

/?i zwei gegebenen einander durchdringenden reciproken Bäumen 
giebt es im Allgemeinen unendlich viele Ebenen von solcher Beschaffenheit^ 
dass die ihnen entsprechenden Punkte in ihnen selbst liegen. Wird eine 
solche Ebene in doppeltem Sinne als X{T^ aufgefasst und liegt der ent- 
sprechende Punkt Xi in ihr^ so liegt auch der entsprechende Punkt y in ihr. 
Alle solche Ebenen umhüllen eine bestimmte Fläche zweiter Ordnung P^\ 
die Kemfläche eines räumlichen Polarsystems, welches auf folgende Art 
eonstruirt wird: Irgend einer in doppeltem Sinne aufgefassten Ebene X(Ti) 
der beiden reciproken Bäume entsprechen im Allgemeinen zwei verschiedene 
Punkte Xi und y, deren Verbindungslinie die Ebene in einem Punkte s trifft^ 
dessen zugeordneter vierter harmonischer Punkt f sei; alsdann constituiren 
X und ]c als Polarebene und Pol dieses räumliche Polarsystem. Ist die Kern- 
flache desselben imaginär^ so giebt es keine solche besonderen Ebenen^ deren 
entsprechende Punkte in ihnen selbst liegen. 

10. Ganz ebenso, wie wir in der vorigen Betrachtung von einer be- 
liebigen Ebene X{Y'^ und den beiden i^u* entsprechenden Punkten x^ und y 
ausgingen, können wir anderseits von einem beliebigen Punkte in doppel- 
tem Sinne der reciproken Beziehung: x(iy^ und den beiden ihm entsprechen- 
den Ebenen Xi und J' ausgehen und durch die Schnittlinie derselben die vierte 
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harmonische Ebene 3E legen, welche zugeordnet ist zu der durch den 
dinglichen Punkt x (y^ gehenden Ebene; wir erhalten durch ganz gleich- 
laufende Betrachtungen ein entsprechendes Resultat, welches folgendermaas- 
sen lauten muss: 

In zwei gegebenen einander durchdringenden reciproken Räumen 
giebt es im Allgemeinen unendlich viele Punkte von solcher Beschaffenheit^ 
dass die ihnen entsprechenden Ebenen durch sie selbst gehen. Wird ein 
solcher Punkt in doppeltem Sinne als x (^i) au/ge/asst und geht die ent- 
sprechende Ebene X^ durch ihn, so geht auch die entsprechende Ebene T 
durch ihn. Alle solche Punkte liegen auf einer Fläche zweiter Ordnung f^\ 
der Kemfläche eines räumlichen Polar Systems, welches auf folgende Weise 
construirt wird: Irgend einem in doppeltem Sinne aufgefassten Punkte x (yj) 
der beiden reciproken Räume entsprechen im Allgemeinen zwei verschiedene 
Ebenen Xi und Y, deren Schnittlinie mit dem angenommenen Punkte ver- 
bunden eine Ebene liefert y deren zugeordnete vierte harmonische 3F sei, als- 
dann constituiren x und 3£ als Pol und Polarebene dieses räumliche Polar- 
system. Ist die Kernfläche desselben imaginär, so giebt es keine solche be- 
sonderen Punkte, deren entsprechende Ebenen durch sie selbst gehen. 

Die beiden soeben construirten Polarsysteme oder die ihnen zu Grunde 
liegenden Eernflächen F^'^ und /^^ sind keineswegs identisch, haben aber 
eine eigen thOmliche Lage zu einander, die wir später erkennen werden. 
Sind sie reell, was natürlich immer bei beiden Flächen gleichzeitig der Fall 
ist, und entsprechen einer Tangentialebene X{Yi) der Fläche F^^^ die beiden 
in ihr liegenden Punkte Xi und y, so geht die Verbindungslinie derselben 

m 

durch den Berührungspunkt ; anderseits entsprechen einem Punkte x (yj) der 
Fläche f^^^ die beiden durch ihn gehenden Ebenen X^ und Y, so liegt die 
Schnittlinie derselben in der Tangentialebene des Punktes x (jfi) an der 
Fläche f^\ 

Die Frage nach solchen Geraden in den beiden reciproken Räumen, 
deren in dem einen oder andern Sinne entsprechende Gerade sie treffen, 
die also gleichzeitig einen Schnittpunkt habefi und in einer Ebene liegen, lässt 
sich aus dem Vorigen leicht beantwoi*ten. In der That, wenn zwei sich ent- 
sprecliende Gerade der beiden reciproken Räume g und g^ sich treffen, so 
muss ihr Schnittpunkt x{tf^ von solcher Beschaffenheit sein, dass die ihm 
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entsprechende Ebene X^ durch ^r,, die ihm entsprechende Ebene Y durch g 
hindurchgeht, folglich ist dieser Schnittpunkt x(y^ ein Punkt der Flache /^\ 
und gleichzeitig muss die durch (gg^ gelegte Ebene Ü{V^ den in dem 
einen Sinne ihr entsprechenden Punkt t^ auf g^^ den in dem andern Sinne 
ihr entsprechenden Punkt v auf g haben, also muss die durch gg^ ge- 
legte Ebene eine Tangentialebene der Fläche F^^ sein. Wir haben also 
den Satz: 

Wenn zwei sich entsprechende Gerade der beiden reciproken Räume 
sich treffen, so liegt ihr Schnittpunkt auf der Fläche f^^\ die durch sie be^ 
stimmte Ebene ist eine Tangentialebene der Fläche F^^. 

Fassen wir die Gerade g, die mit gi in einer Ebene liegt, in dem 
andern Sinne als Ai auf, so muss, weil sie in F| liegt, die entsprechende 
Gerade h durch v gehen, also da v auf g liegt, so folgt der Satz: 

Wenn eine in doppeltem Sinne aufge/asste Gerade g (hi) von der in 
dem einen Sinne ihr entsprechenden Geraden g^ getroffen wird, so wird 
sie auch von der in dem andern Sinne ihr entsprechenden Geraden h 
getroffen- 

Nehmen wir umgekehrt einen beliebigen Punkt der Fläche /^^ in 
doppeltem Sinne aufgefasst: x (yi) und seien die beiden ihm entsprechenden 
Ebenen, welche durch ihn gehen: Xi und Y, dann wird jedem Strahl g, der 
durch X geht und in der Ebene Y liegt, ein Strahl g^ entsprechen, der durch 
denselben Punkt yi geht und in der Ebene X^ liegt; solche zwei Strahlen be- 
schreiben bei der Bewegung projectivische Strahlbüschel in den Ebenen Y 
und -Xi, die durch je zwei entsprechende Strahlen gelegte Ebene (jg gi) um- 
hüllt daher einen Kegel zweiter Ordnung, den Tangentialkegel aus dem 
Punkte X (yO an die Fläche F^^; jedem andern durch x gehenden Strahl g, 
der nicht in der Ebene Y liegt, wird ein Strahl gi in der Ebene Xi ent- 
sprechen, der nicht durch yi geht; da dieser Strahl g^ der ganz in der 
Ebene X^ liegt, nicht durch x(t/i) geht und der Strahl g nur diesen ein- 
zigen Punkt X (ifi) mit der Ebene gemein hat, so können sich solche zwei 
Strahlen ggi nicht treffen. Wir haben also folgendes Resultat: 

Sämmtliche durch einen willkürlichen Punkt x (y^) der Fläche f^^ 
gehenden Strahlen, welche von den ihnen entsprechenden getroffen werden^ 
liegen in denjenigen beiden Ebenen Xi und JT, die durch diesen Punkt 
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gehen und in beiderlei Sinn der Beziehung ihm entsprechen; jede Tangefi^ 
tialebene des aus dem Punkte x (y,) an die Fläche F^ gelegten Tangential' 
kegeis schneidet die beiden Ebenen T und Xi in zwei entsprechenden 
Strahlen. 

Ebenso folgt das gegenüberstehende Resultat: 

SdmnUliche in einer willkOrlichen Tangentialebene X(^Ti) der Flache 
F^ enthaltenen Strahlen^ welche von den ihnen entsprechenden getroffen 
werden^ gehen durch diejenigen beiden Punkte Xx und y dieser Ehene^ welche 
in beiderlei Sinn der Beziehung ihr entsprechen; jeder Punkt des Kegeln 
Schnitts j in welchem die Ebene X(^Fi) die Flache /^'^ schneidet^ liefert mit x^ 
und y verbunden^ zwei entsprechende Strahlen. 

Hieraus folgt weiter: Wenn wir die durch den willkOriichen Punkt 
i?(y,) der Fl&che /^^* gehenden ihr in beiderlei Sinn entsprechenden Ebenen 
Xi und 7* kennen, von denen die erste in einem E^eischnitt X^^ die an- 
dere in einem Kegelschnitt Y^* die Fläche f^^^ schneiden möge [welche 
beiden Kegelschnitte X^ und Y^^ die Schnittlinie der Ebenen X^ Y zu 
einer gemeinschaftlichen Tangente in ihrem gemeinschaftlichen Punkte x (yi) 
haben], dann wird jede andere Tangentialebene des aus x (yi) an F^^ gelegten 
Tangentialkegels die Kegelschnitte Y^ und X? in denjenigen beiden 
übrigen Punkten treffen, welche in beiderlei Sinn der reciproken Be- 
ziehung ihr entsprechend sind. Und anderaeits: Wenn wir eine willkttrliche 
Tangentialebene X (JTi) der Fläche jP^*^ und die beiden in ihr liegenden in 
beiderlei Sinn ihr entsprechenden Punkte Xi und y kennen, deren jeder der 
Mittelpunkt eines Tangentialkegels xX^^ und y^ an die Fläche J^ ist [welche 
beiden Kegel : xf ^ und y^'^ die Verbindungslinie x^ y zu einem gemeinschaft- 
lichen Strahl in der gemeihsdiaftlichen Tangentialebene X(Y^ haben], dann 
wird jeder andere Punkt der Schnittkurve von der Ebene X(Y^ mit der 
Fläche /^^^ die zwei noch Übrigen an die Kegel af^ und y^ gehenden 
Tangentialebenen zu den beiden durch ihn gehenden in beiderlei Sinn der 
reciproken Beziehung ihm entsprechenden Ebenen haben. 

Hierdurch wird eine gewisse Unbestimmtheit gehoben, durch welche 
das räumliche Problem von dem ebenen sich unterscheidet: Durch jeden 
Punkt x(yi) der Fläche /^ gehen nämlich unendlich viele Tangentialebenen 
an die Fläche F^^\ die einen Kegel zweiten Grades umhüllen ; welches sind 
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unter diesen diejenigen beiden X^ und F, die dem Punkte in dem einen 
und andern Sinne der reciproken Beziehung entsprechen? Und anderseits 
liegen in jeder Tangentialebene X(^F^ der Fläche F^^\ unendlich viele 
Punkte eines Kegelschnitts, in welchem /^^ von diesen Ebenen geschnitten 
wird, welches sind unter diesen diejenigen beiden Xi und y, die der Ebene 
in dem einen und andern Sinne der reciproken Beziehung entsprechen? 

Sind die beiden Kernflächen /^^^ und F^ (durch die oben construir- 
ten Polarsysteme) bekannt und kennt man ausserdem nur einmal die einem 
Punkt X der Fläche /^*^ entsprechende durch ihn gehende Ebene X^ so ist 
jetzt alles unzweideutig bestimmt; zunächst ermitteln wir für den als yi auf- 
gefassten Punkt x die entsprechende Ebene Z, indem wir die Tangential- 
ebene der Fläche f^^ im Punkte x durch die Ebene Xi schneiden lassen 
und durch die Schnittlinie die zweite noch mögliche Tangentialebene T an 
die Fläche F^^^ legen ; um sodann zu irgend einem Punkte z (*,) der Fläche 
/^^ die beiden ihm entsprechenden durch ihn gehenden Ebenen Zi und T 
zu finden, legen wir durch die Verbindungslinie von a?(y,) mit z(ti) die 
beiden möglichen Tangentialebenen anjP^*^; die eine U(J^^ möge die Ebenen 
Fund Xx in den Strahlen g und g^ die andere U\V\) die Ebenen F 
und Xi in den Strahlen g' und g\ schneiden; die Strahlen gg'g^g'u welche 
alle durch x (jfi) gehen, mögen der Fläche /^'^ zum andern Male in v v' u^ u\ 
begegnen; dann wird die 

durch z V v' gelegte Ebene die gesuchte Ebene 2\ 
die » ^Wjw'i „ » » fi f> ^i 

sein, denn es entsprechen nach dem Pbigen der Ebene U(^V^ die Punkte 
t^i und v, der Ebene £^(F^i) die Punkte t*^ und v\ folglich dem Strahle 
xz(yiti) in beiderlei Sinn die Strahlen Uxu\ und vv\ also dem Punkte ^^(^i) 
dieses Strahles zwei Ebenen, deren eine durch Uiu\^ die andere durch vv' 
gehen muss, und da sie ausserdem durch den Punkt z (ti) selbst gehen, 
weil dieser auf der Fläche /^^ liegt, so ist die Ebene (z r v') == T und 
(ti Uiu\)='Zi. 

In ganz gleicher Weise lassen sich^ sobald die Kemflächen /^^ und 
J^^^ gegeben sind und man nur einmal den einer Tangentialebene der 
Fläche F^^ entsprechenden Punkt in /^^ kennt, die jeder beliebigen an- 
dern Tangentialebene in beiderlei Sinn der Beziehung entsprechenden Punkte 
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unzweideutig ennitteln^ was, um nicht weitläufig zu werden, Qbergangen 
werden mag. 

11. Om den Zusammenhang zwischen den beiden Flachen /^^ und 
F^^ oder den sie vertretenden Polarsystemen zu ermitteln, wollen wir die 
Totalität aller solcher Geraden Xi y näher ins Auge fassen, welche die einer 
beliebigen in doppeltem Sinne der reciproken Beziehung au^efassten Ebene 
Jl(Zi) entsprechenden Punkte Xi und y verbinden, oder auch die Schnitt* 
linien zweier Ebenen, die einem beliebigen in beiderlei Sinn der Beziehung 
aufgefassten Punkte entsprechen. Beides fällt augenscheinlich zusammen : Entr 
sprechen nämlich einer beliebigen Ebene X (T^ die beiden Punkte Xi und y 
und verbinden wir dieselben durch eine Gerade, die in doppeltem Sinne als 
g (hl) bezeichnet werden möge, dann wird dem Strahle g ein Strahl gi ent- 
sprechen, welcher in der Ebene Ji liegen muss, weil g durch y geht, und 
dem Strahle hi wird ein Strahl h entsprechen, welcher in der Ebene X 
liegen muss, weil hi durch Xi geht; da aber X und Yi dieselbe Ebene 
bezeichnen, so müssen die Geraden gi und A, welche in ihr liegen, sich 
schneiden, und wird ihr Schnittpunkt mit p{q^ bezeichnet, so müssen die 
beiden ihm entsprechenden Ebenen Pi und Q durch die anfilngliche Gerade 
g (hl) gehen ; wir sehen also, dass dieselbe Gerade^ welche als Verbindungs- 
linie zweier Punkte a:, und y auftrat^ die einer und derselben in doppeltem 
Sinne aufgefassten Ebene X (Fi) entsprechen^ gleichzeitig als die Schnittlinie 
zweier Ebenen auftritt P, und Q, die einem und demselben Punkte p (q^) in 
beiderlei Sinn der Beziehung entsprechen. 

Eine solche Gerade wollen wir kurz Wechselstrahl nennen und die 
Totalität aller Wechselstrahlen aufsuchen; denn nicht jede Gerade im Räume 
ist Wechselstrahl, wie aus dem soeben Bemerkten folgt, da nur eine solche 
Gerade Wechselstrahl ist, die als g (h^) aufgefasst ihre entsprechenden beiden 
gi und h in einer Ebene hat. 

Gehen wir von einer beliebigen Ebene X(Yi) aus, verbinden die 
entsprechenden Punkte Xi und y, bezeichnen diesen Wechselstrahl durch g{hi) 
und die ihm entsprechenden Geraden durch gi und A, welche in der Ebene X{Y^ 
liegen, lassen wir sodann eine veränderliche Ebene um den Wechselstrahl 
g (hl) sich drehen, so beschreiben die ihr entsprechenden beiden Punkte 
zwei projectivische Punktreihen auf den Trägem gi und h und die Verbin- 
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duDgsstrahlen entsprechender Punkte, welche offenbar Wechselstrahlen sind, 
umhüllen in der Ebene X(Yi) einen gewissen Kegelschnitt K^\ der auch 
^1 und h berOhrt, weil diese offenbar auch Wechselstrahlen sind. Mehr 
Weehselstrahlen kann es aber in der wiUkürlich angenommenen Ebene 
X(Xi) nicht geben, denn gäbe es noch irgend einen it(/|), so mOssten die 
Gemden ki und /, welche beziehlich durch Xi und y gehen, sich treffen, also 
in einer durch g (ki) gelegten Ebene liegen ; der Strahl k (/i) müsste also 
mit einem der früheren zusammenfallen. Wir haben also dies Resultat: 

In einer beliebigen Ebene giebt es unendlich viele Weehselstrahlen^ 
wiche einen gewissen Kegelschnitt K^^ umhüllen. 

Auf ganz dieselbe Weise gelangen wir zu einem gegenüberstehenden 
B*gebniss: Gehen wir von einem beliebigen Punkte pC^i) aus, dessen ent- 
^rechende Ebenen P^ und Q sich in einem Wechselstrahle g (h^) schneiden, 
lestimmen wir zu ihm die beiden entsprechenden Strahlen gi und A, welche 
^urch den anfänglichen Punkt p(qi) gehen, und bewegen wir auf dem Wechsel- 
strahle g (Äj) einen veränderlichen Punkt, dessen beide entsprechenden Ebenen 
um gi und h als Axen zwei projectivische Ebenenbüschel beschreiben, dann 
wird die Schnittlinie je zweier entsprechender Ebenen Strahl eines gewissen 
Kegels O^^ sein, dessen Mittelpunkt p(qi) ist, und die Strahlen desselben 
werden sämmtliche durch diesen Punkt gehenden Wechselstrahlen sein, also : 

Durch einen beliebigen Punkt des Raumes gehen unendlich viele 
Weehselstrahlen, welche einen Kegel zweiten Grades (P^ bilden. 

Die Totalität sämmtlicher Wechselstrahlen ist von gleicher Mächtig- 
keit mit sämmtlichen Punkten des Raumes, denn zu jedem Punkt p (jji) ge- 
hört ein bestimmter Wechselstrahl, die Schnittlinie (Pi, Q), und auch von 
gleicher Mächtigkeit mit sämmtlichen Ebenen des Raumes; denn zu jeder 
Ebene X (Yi) gehört ein bestimmter Wechselstrahl, die Verbindungslinie Xjy. 
Die Wechselstrahlen ordnen sich ferner im Räume zu unendlich vielen 
Regeischaaren, denn die zu allen Punkten einer geraden Linie gehörigen 
Wechselstrahlen bilden offenbar eine Regelschaar eines Hyperboloids. Ist 
die Gerade, auf welcher wir einen veränderlichen Punkt laufen lassen, selbst 
ein Wechselstrahl, so degenerirt das zugehörige Hyperboloid in einen Kegel 
C^j und ist die Gerade, um welche wir eine veränderliche Ebene drehen, 
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selbst ein Wecbselstrahl, so degenerirt das zugehörige Hyperboloid in einen 
Kegelschnitt. 

Hieraus gebt hervor, dass die Totalit&t aller Wecbselstrahlen ein 
Gebilde constituirt, welches man einen Strahlencomplex*) nennt, und zwar 
einen solchen vom zweiten Grade und von der zweiten Classej weil die 
Complexstrahlen einer beliebigen Ebene einen Kegelschnitt K^^^ umhQllen und Jie 
Complexstrahlen, welche durch einen beliebigen Punkt gehen, einen Kegel 
C^^ bilden. Dies ist auch von vornherein klar, denn lassen wir die doppelt 
aufgefasste Ebene X(^Ti) den ganzen Raum durchstreifen, so werden die 
Punkte Xi und y, welche mit jener Ebene reciproke Räume durchlaufen, selbst 
zwei collineare Räume erzeugen, also erzeugt die Verbindungslinie entsprechet- 
der Punkte x^y zweier coUinearen Räume einen if^^schen Strahlencomplex. 

12. Wir wollen nun in dem gefundenen Strahlencomplex unter aller. 
Kegelschnitten K^^^ solche besonderen aufsuchen, welche in Punktenpaare 
zerfallen und unter allen Kegeln O'^^ solche, die in Ebenenpaare zerfallen; 
das erstere tritt ein, wenn drei in einer Ebene liegende Complexstrahlen 
durch denselben Punkt laufen, das letztere, wenn drei durch einen Punkt 
gehende Complexstrahlen in einer Ebene liegen; diese beiden Bedingungen 
fallen aber zusammen, denn sobald die eine ei^ftlllt ist, so ist es auch 
die andere. 

Gehen wir von einem willkürlich gewählten Wechselstrahl g (Ä|) aus 
und nehmen auf ihm ii^end drei Punkte pip^p^ an, so geht durch jeden 
von ihnen ein Kegel von Wechselstrahlen, und die drei Kegel G^ C^ Cf^ 
haben den Wechselstrahl g (h^ gemeinschaftlich ; sie schneiden sich ausserdem 
im Allgemeinen in einer gewissen Anzahl von Punkten, die folgendermaassen 
ermittelt wird: Die Kegel C?^ und C?^ haben ausser dem Strahl g{hi) noch 
eine Raumkurve dritter Ordnung gemein, .^i*i, und die Kegel C?^ und C?^ 
die Raumkurve ff^l; jede dieser Raumkurven geht durch die Mittelpunkte 
der beiden Kegel, auf welchen sie liegt, und durch die Schnittpunkte der 
Raumkurven ^^^i und M^l muss auch die Raumkurve S^^i hindurchgehen, 
weil diese Punkte allen drei Kegeln gemeinschaftlich sind. Verbinden wir 
den Mittelpunkt/?! des Kegels C^^ mit allen Punkten der Raumkurve SSI9 



*) Reye, Geometrie der Lage, II. Abth. S. 116 und d. Joum., Bd. 74, S. 1. 
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welche nicht durch pi geht, durch Strahlen, so bilden diese einen Kegel 
dritten Grades C^, welcher offenbar den Strahl g (Äi) zu einem Doppelstrahl 
hat, weil dieser durch beide Punkte p^ und p^ der ^l hindurchgeht. Wir* 
haben also \n p^ zwei concentrische Kegel: einen Kegel zweiten Grades Cf^, 
und einen Kegel dritten Grades 0'\ die einen gemeinschaftlichen Strahl g 
haben, welcher f&r den letzteren Kegel Doppelstrahl ist. Diese beiden Kegel 
haben im Allgemeinen 2-3 = 6 gemeinschaftliche Strahlen , von denen 
zwei in g. hineinfallen, folglich haben sie noch vier andere gemeinschaftliche 
Strahlen, welche nothwendig nach den gemeinschaftlichen Punkten der drei 
Baumkiirven ÄS Äf§ kfi hingehen müssen , denn jeder Kegelstrahl von Ci*> 
trifft die Baumkurven §!^\ und Ä(^ nur noch in je einem einzigen Punkte. 
Die Anzahl der gemeinschaftlichen Punkte dieser drei Raumkurven ist daher im 
Allgemeinen vier^ und sie sind auf die eben angegebene Weise construirt worden. 

Diese vier ausgezeichneten Punkte führen uns zur Beantwortung der 
vorgelegten Frage; sei einer derselben Xy und wir legen durch ihn und den 
Wechselstrahl g{h^ eine Ebene, so müssen die drei Strahlen PiX.p^Xj p^x 
Wechselstrahlen sein und in einer Ebene liegen, sowie gleichzeitig durch einen 
Punkt laufen; mithin muss der im Allgemeinen von allen Wechsel- 
strahlen dieser Ebene umhüllte Kegelschnitt K^^ zerfallen und ebenso der 
von allen Wechselstrahlen durch den Punkt x gebildete Kegel O^ zerfallen. 

Die durch den willkürlich gewählten Wechselstrahl g (hi) und den 
ausgezeichneten Punkt x gelegte Ebene wird im Allgemeinen nicht von 
solcher Beschaffenheit sein, dass ihr in beiderlei Sinn der reciproken Be- 
ziehung ein und derselbe Punkt entspräche; denn allen durch g (Ji^ 
gelegten Ebenen entsprechen zwei projectivische Punktreihen auf den 
beiden Trägem gi und A, welche in einer Ebene liegen; würden also einer 
durch g (hi) gelegten Ebene zwei zusammenfallende Punkte entsprechen, so 
müssten diese in den Schnittpunkt von gi und h zusammenfallen, und da 
der Wechselsti*ahl g (Ai) ein ganz willkürlich gewählter ist, so ist auch 
der Schnittpunkt von gi und A ein ganz willkürlicher, mithin entspricht 
ihm nicht in beiderlei Sinn eine und dieselbe Ebene; es entsprechen daher 
der durch ^(Ai) und x gelegten Ebene im Allgemeinen zwei verschiedene 
Punkte, deren Verbindungslinie ein Wechselstrahl ist; diese auf gi und A ge- 
legenen Punkte mögen ^i und t] heissen; bezeichnen wir noch die durch 
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ffi und h gelegte Ebene: E(F^^ so entsprechen ihr vermöge der reciproken 
Beziehung zwei bestimmte Punkte ei und / auf dem Wechselstrahl g (Ai) luid 
allen durch den Wechselstrahl ^itj gelegten Ebenen werden zwei projecti- 
vische gerade Punktreihen entsprechen, deren Verbindungsstrahlen in der 
anfänglichen durch g (hi) und x gelegten Ebene den ComplexkegelschDitt 
umhüllen und deren Träger einerseits durch / und anderseits durch 
61 gehen. 

Dieser Complexkegelschnitt zerfillt aber, wie wir wissen, in ein Punkte- 
paar, von dem allemal der eine Punkt der Schnittpunkt der beiden Träger 
und der andere der Durchschnittspunkt aller Projectionsstrahlen ist; ein 
Projectionsstrahl ist nun 61 f oder g (A^); folglich muss der Schnittpunkt der 
beiden Träger der andere Zerfallungspunkt, d. h. der Punkt x sein, welcher 
nicht auf dem Projectionsstrahl 61/ liegt; hieraus folgt, dass xf und xCi 
die beiden Träger dieser besonderen perspectivisch liegenden projectivischen 
Punktreihen sind, dass also in ihren Schnittpunkt x zwei entsprechende 
Punkte derselben hineinfallen und endlich, dass dem Punkte x in beiderlei 
Sinn der reciproken Beziehung eine und dieselbe durch $1 rj gehende Ebene 
entspricht. Wir constatiren daher zunächst folgendes Resultat: 

Es giebt in den beiden gegebenen reciproken Räumen im Allgemeinen nur 
vier ausgezeichnete Punkte x von der besonderen Art, dass jedem von ihnen 
in beiderlei Sinn der reciproken Beziehung je zwei zusammenfallende Ebenen 
entsprechen. 

Die der vorigen ganz gleichlaufende Betrachtung, welche der KOrze 
wegen unterdrückt werden mag, führt zu dem analogen Ergebniss: 

Es giebt in den beiden gegebenen reciproken Räumen wn Allgemeinen nur 
vier ausgezeichnete Ebenen X von der besonderen Beschaffenheit, dass jeder von 
ihnen in beiderlei Sinn der reciproken Beziehung je zwei zusammenfallende 
Punkte entsprechen. 

Es ist ersichtlich, dass das von jenen vier ausgezeichneten Punkten 
X g<5bildete Tetraeder mit dem von diesen vier Ebenen X gebildeten Tetraeder 
identisch zusammenfallen muss, denn legen wir durch drei jener ausgezeicb- 
tmWAi Punkte eine Ebene, so muss ihr in beiderlei Sinn der Beziehung der 
Hchnittpunkt der drei entsprechenden Ebenen entsprechen, d. h. eine Ecke 
dt'M zweiten Tetraeders muss zugleich eine Ecke des ersten sein u. s. f. In 
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welcher Weise aber bei dem doppelt gedachten Tetraeder die Ecken 
den Seitenflächen und wie die Kanten des Tetraeders einander entsprechen 
vermöge der gegebenen reciproken Beziehung, wollen wir nunmehr unter- 
saohen. 

13. Hiezu mfissen wir noch einmal zu der vorigen Betrachtung 
mrQckkehren: Wir gingen von einem willkürlichen Wechselstrahl g(Jh) 
aas, dessen beide entsprechende Strahlen gi und h in einer Ebene 
E(F^ liegen; dieser entsprechen wiederum zwei Punkte ei und / auf dem 
ersten Wechselstrahl. Jetzt wurde durch den Wechselstrahl g (hi) eine be- 
sondere Ebene gelegt, welche durch einen der oben gefundenen vier ausge- 
zeichneten Punkte X geht; dieser Ebene entsprechen zwei Punkte ^\ und r/ 
auf gi und Ä; die Verbindungslinie wollen wir der Deutlichkeit wegen 
fn(ni) nennen, dann sind, wie wir gesehen haben, die entsprechenden 
Geraden: 

xe = n x/i = mi 

die Trftger zweier projectivischer Punktreihen, welche perspectivisch liegen 
müssen, weil in der besonderen Ebene (min) der Complexkegelschnitt in 
ein Punktepaar zer&Ut; die beiden Punktreihen auf den Trägern n und rrii 
werden aber so erhalten, dass wir um die Axe m(ni) eine veränderliche 
Ebene drehen und die beiden in doppeltem Sinne entsprechenden Punkte 
auf den Trägern n und roi aufsuchen. 

Möge nun die um die Axe m (ti^) gedrehte veränderliche Ebene selbst 
die Träger rrii und n in den Punkten ß^ und a treflfen, während ihre ent- 
sprechenden Punkte tti und b heissen, so durchlaufen, wie wir oben (9.) 
gesehen haben, die Punkte a und a^ dieselben projecti vischen Punktreihen 
auf den Trägem, wie b und /?|, und da a und [ii perspectivisch liegen (in 
demselben Ebenenbüschel), so müssen a^ und b projectivisch sein und ihre 
Verbindungslinie umhüllt den in der Ebene (min) enthaltenen Complex- 
kegelschnitt. Dieser zerfällt aber hier in ein Punktepaar, dessen einer Theil 
der Punkt x, der Schnittpunkt beider Träger (mi n), ist und dessen anderer 
Theil auf efi oder g (h^) liegt. Wenn nun die beiden projectivischen Punkt- 
reihen Ol und b perspectivisch liegen, so sind nur zwei Fälle möglich, 
entweder: 

1) die Punktreihen a und äi, d. h. auch dieselben beiden Punktreihen: 

Jounul fir MathematÜL Bd. LXXVII Heft 8 n. 3. ^^ 
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h ond ßi liegen penpectiTuch, dann liegen natQiüch auch a^ und & per 
spectivisi^f weil o und ßi der Gonstniction zufolge perspectiTiach liegen, oder: 
2) die Punktreihen a und Oi, d. h. auch dieselben beiden Punkt* 
reihen: b und /?, liegen nicht perspectivisch, dann vßrde Folgendes eintreten 
mOssen, damit Oi und h perspectivisch liegen: Wftbrend o ßi um den festen 
Punkt $ [den Schnittpunkt der Ebene (m,n) mit dem Strahle fn(nyj\ sich 
dreht, mOssten einmal fbr einen gewissen Strahl o*^ die entsprechenden 
Punkte o! und b* in den Schnittpunkt x der Trager hinein&Uen; w&ren nun 
f&r eine beliebige andere. Lage die entsprechenden Punkte: a und Oi, h 
und /?i, BD wfiren die DoppelverhSltniBse gleich: 

Da aber a" ßl und aßi sich in s treffen, b' und al zusammenfallen, so 
mOsste auch b a, durch s laufen, d. h. alle Strahlen Oi b mfissten durch den- 
selben festen Punkt laufen, um welchen sich der Strahl a ßi dreht Nun ist ^>er 
e/t oder jr(Ai) auch ein solcher Projectionssbrahl, der mithin auch durch 
den Punkt s gehen niQsste, folglich mQsste der Wechselstrahl ff (A,) von 
dem Strahle m(n^ oder ^,17 gefirofien werden in dem Punkte s, und der 
Complexkegelschnitt in der durch g (^) und x gellten Ebene wQrde in die 
beiden Punkte x und s zerfallen ; hieraus folgt, dass auch der dem Punkte 
« zugehörige Complexkegel in ein Ebenenpaar zerfallen mOsste. Nun ist 
aber der Punkt s nichts Anderes, als derjenige, in welchem ein ganz will- 
kOrlich gewählter Complexstrahl g (h^ von der Ebene der beiden ent- 
spredienden Strahlen ffi h getroffen wird, und fOr jeden solchen Schnitt- 
punkt zerfUlt offenbar der zugehörige Complexkegel nicht, ebenso 
wenig, wie in jeder soldien Ebene der Complezkegelsdinitt zerftült, weldie 
durch einen Wechselstrahl g(k^ und den Schnittpunkt der beiden ent- 
flprechoiden Strahlen gi h gelegt wird. Hieraus geht hervor, dass die 
Annahme 8) unstatthaft ist, and es bleibt also nur die Annahme 1) fibri^ 
d. h. die Ebene don^ fii^ welche gleichzeitig in beiderlei Sinn der reci- 
proken Beziehung dem ausgezeidineten Punkte x entspricht, geht durch 
ihn selbst. Wir haben also folgende weitere Eigenschaft gefunden: 

Jeder der vier ausgezeichneten Funkt« x liegt selbst in derjeniffen 
Ebene X, welche ihm in beiderlei Sinn der reciproken Beeiekung gleiehr 
seitig entspridu. 

Die gegenQberstebende Eigenschaft ist hier zuf^eich die umgekehrte 
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und Belbstverst&ndlich. Bezeichnen wir, um uns ein klares Bild von dem 
gegenseitigen Entsprechen der Ecken, Seitenflächen und Kanten des Tetrae- 
ders zu machen, die vier Ecken durch 

a b c d 

und sei diejenige Seitenfläche, welche dem Punkte a entspricht und daher 
durch a gehen muss, die Seitenfläche A=^acd^ dann muss dem Punkte 6 
eine Seitenfläche entsprechen^ die durch b geht, aber nicht durch a gehen 
kann, weil b ausserhalb A liegt, folglich ist B = bcd; der Kante ab des 
Tetraeders entspricht daher die Gegenkante (^AjB) = cd. Dem Punkte c, 
weil er in il liegt und auch in B liegt, muss eine Ebene C entsprechen, 
die erstens durch c geht und zweitens durch a und b, also C = abc, und 
endlich dem Punkte d eine Ebene Z), die durch d geht und durch a6, 
d. h. D = abd; wir haben damit die vier Ecken und die vier Flächen des 
Tetraeders erschöpft und finden also folgende Paare in doppeltem Sinne 
sich entsprechender Elemente bei unserm Doppeltetraeder: 

a und A (=iacd)^ 
b und B Q=bcd), 
c und C (s=:abc)^ 
d und D (=:abd). 

Hieraus ergiebt sich das weitere Entsprechen der Kanten; das eine Paar 
Gegenkanten : 

a b und (A, E^=z cd 

steht als ein in doppeltem Sinne der reciproken Beziehung sich entspre- 
chendes Strahlenpaar isolirt da, während die andern vier Kanten in folgender 
Weise sich entsprechen: 

ac und (A, G) = ac, 
cb und (C,ß) = c*, 
bd und (ß,D) = bd, 
da und (D^A)= da. 

Jede dieser vier Kanten, welche ein windschiefes Vierseit bilden, 
in doppeltem Sinne der reciproken Beziehung sich selbst, d. h.: 
Ee giebt in den beiden reciproken Räumen im Allgemeinem 

ir 
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gezeichnete Gerade^ welche ein windschiefes Vier seit bilden (ac, cb, hdj dd)^ 
von der besonderen Beschaffenheit^ dass jede von ihnen sich selbst entsprechend 
ist in beiderlei Sinn der reciproken Beziehung; es giebt aber ausserdem noch 
ein einziges Paar von Geraden^ die sich im Räume nicht treffen (ab und 
cd)^ von der besonderen Beschaffenheit, dass einer von ihnen die andere in 
beiderlei Sinn der reciproken Beziehung gleichzeitig entspricht. 

Diese sechs Geraden sind die Kanten des oben gefundenen Tetrae- 
ders, dessen Ecken und Seitenflächen einander in der angegebenen Weise 
entsprechen. 

14. Nachdem wir diese ausgezeichneten Elemente der beiden in 
einander liegenden reciproken R&ume im Allgemeinen ermittelt haben, wollen 
wir nun sehen, was daraus fQr die gegenseitige Lage der beiden oben ge- 
fundenen Eemflftchen f^ und jF^ oder der sie vertretenden Polare 
Systeme folgt. 

Die vier Punkte ab cd liegen offenbar in der Eemfiftche /^\ weil die 
ihnen entsprechenden Ebenen durch sie selbst gehen und die vier Ebenen 
AB CD sind Tangentialebenen der Fl&che i^'^; weil aber a und A für beide 
Polarsysteme gleichzeitig Pol und Polarebene sind, so berühren sich die 
beiden Flachen f^ und F^^ in den vier Punkten ab cd oder haben in diesen 
vier gemeinschaftlichen Punkten zusammenfallende Tangentialebenen A B CD. 
Da femer der Kante ac dieselbe Kante ac in dem einen und andern Sinne 
der Beziehung entspricht, so muss jedem Punkte dieser Kante eine Ebene 
entsprechen, welche durch ihn selbst geht; die Fläche f^^ geht daher durch 
die vier Kanten ac^cb^bdy da\ ebenso muss, da jeder durch die Kante ac 
gelegten Ebene ein Punkt auf ihr selbst entspricht, jede solche Ebene Tan- 
gentialebene der Fläche F^^ sein; die Kante ac muss also ganz auf der 
Fläche jF^ liegen; wir haben also gefunden: 

Die beiden Flächen f^^ und F^^ schneiden sich in einem windschiefen 
Vier seit ac, cb, bdy da oder die Raumkurve Ä^*^, in welcher die beiden Flachen 
zweiten Grades sich im Allgemeinen schneiden^ zerfällt hier in vier Gerade^ 
die Seiten eines windschiefen Vierseits.*) 



^ Nach einer mündlichen Mittheiliing ist zu demselben Resnltat gleiohzeiüff 
Herr Rosanee gelangt, dessen analytische Untersnchongen über diesen G^enstaad wM 
demnächst erscheinen werden. 
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Die beiden Gegenkanten des Tetraeders ah und cd sind ein Paar 
conjugirte Gerade fllr beide Flftchen /^ und F^^ oder die sie vertretenden 
Polarsysteme gleichzeitig, denn bezeichnen wir diese beiden ausgezeichneten 
€r6raden durch k (/|) und k^ (^ so entspricht jedem Punkte auf k in beiderlei 
Sinn der Beziehung ein Ebenenpaar durch ki (/), also geht auch die zuge- 
ordnete vierte harmonische Ebene allemal durch diese Gerade A(0) ^^^ 
ebenso entspricht jeder durch k(l^ gelegten Ebene in beiderlei Sinn der 
Beziehung ein Punktenpaar auf ikiCO? ^^^ ^^^S^ ^xiah, der zugeordnete vierte 
harmonische Punkt allemal auf k^ (J). Die beiden Geraden k (li) und ki (l) 
sind also conjugirte Gerade für beide Polarsysteme gleichzeitig; aber noch 
mehr: Denken wir uns durch i:(^) irgend eine Ebene E(^F^ gelegt, der in 
beiderlei Sinn der Beziehung die Punkte e^ und / auf der Geraden ki (l) 
entsprechen, und sei e der zugeordnete vierte harmonische Punkt zu eif 
und dem Schnittpunkt mit E{F^j so sind E und e Polarebene und Pol 
ftkr die Flache F^; die Ebene E(Fi) möge die Gerade ki{l) in € schneiden, 
dann wird, weil E und e Polarebene und Pol f&r F^^ sind, auch e und die 
durch k (Ji) und e gelegte Ebene Pol und Polarebene filr diese Flache F^ 
sein; nun entspricht anderseits der Ebene lißi der Schnittpunkt IE und 
der Ebene kf derselbe Schnittpunkt ki F|, also entsprechen dem Punkt e zwei 
Ebenen durch A;(^), zu denen die zugeordnete vierte harmonische durch e 
gehen muss; der Punkt e und die durch k(li) und c gelegt« Ebene sind da- 
her auch Pol und Pol^rebene fOr die andere Flache /^, also gleichzeitig für 
beide Flachen; wir haben mithin folgendes Resultat: 

Die beiden räumlichen Polarsystemej deren Kemßachen f^^ und F^ 
smdy stehen in einem solchen Zusammenhange mit einander^ dass sie zwei 
bestimmte Gerade im Baume (ab und cd) mit den ihnen zugehörigen 
Punkte und Ebenen ^ Involutionen als conjugirte Gebilde gemeinschaft- 
lich haben. 

Diese Eigenschaft ist unabhängig von der Realität der Ecken und 
Seitenflachen des obigen Tetraeders und erfordert nur, dass das eine Paar 
Gegenkanten desselben ab und cd reell vorhanden sei; die Asymptotenpunkte 
der beiden reell construirbaren Punktsysteme, welche den Polarsystemen 
gemeinschaftlich zugehören, und die Asymptotenebenen der beiden Ebenen- 
systeme, welche durch diese Axen gehen und den Polarsystemen gemein- 
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schaftlich zugehören, sind beziehungsweise die Ecken und Seitenflftchen jenes 
Tetraeders. 

Diese Eigenschaft bietet nunmehr eine vollkommene Analogie dar mit 
dem in A. betrachteten Fall zweier zusammenliegender reciproker Ebenen, 
denn dort war den beiden ebenen Polarsystemen, deren Kemkegdschnitte 
Hfl^ und E!^ waren, ein Punkt und seine Polare mit den ihnen zugehörigen 
Strahl- und Punktsystemen gemeinschaftlich, was sich so aussprechen liess, 
dass die beiden Kemkegelsehnitte eine doppelte Berührung haben; hier sind 
es 2swei conjugirte Gerade mit ihren Puokt- und Ebenen-Involutionen, welche 
beiden Polarsystemen gemeinschaftlich sind. 

Die Frage, ob diese beiden ausgezeichneten Greraden ab und cd^ ein 
Paar Gegenkanten des Tetraeders, immer reell sein müssen und wie sie [anar 
log dem in der Ebene ausgezeichneten Paar m(n|) und M^ (^)] in einfacher 
Weise aus der gegebenen reciproken Beziehung construirt werden können, 
wird einer weiteren Untersuchung bedürfen. Auch die nahe liegende 
Frage, ob und wie sich zwei reciproke Räume in polare Lage bringen 
lassen, so dass sie ein räumliches Polarsystem erzeugen, d. h. die Kemflächen 
ßV und F^ zusammenfallen, femer unter welchen Bedingungen sich zwei 
reciproke Räume in die polare Lage eines Nullsystems bringen lassen, be- 
halte ich einer späteren Mittheilung vor.*) 

Breslau den 12. April 1873. 



*) Die analytbche Beantworiuna dieser Frage findet sich in: MagnmB^ Ssmm- 
lung von Aachen und Lehrsfttzen aas aer analytischeii Geometrie des Baumes, S. 134, 
wo überhaapt die analytische Behandlang aes GtegenstaadeB wohl zuerst onter- 
noromen ist. 
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Ueber die binären und temären quadratischen 

Formen. 

(Von Hern Edmard SeUmg in Wflnburg.) 



J^as Endziel dieser Untersuchungen ist die Lösung der unter III. 
in mrt 278 der Disquisitiones arithmeticae von Gauss angestellten Au%abe: 
Zu entscheiden« ob temftre quadratische Formen einander iquivalent sind» 
und alle Substitutionen au&ustellen, durch welche sie in diesem Falle in ein- 
ander übergehen. FOr die positiven Formen ist der erste Theil dieser Auf- 
gabe zuerst von Seeher (Untersuchungen Über die Eigenschaften der pos. tem. 
quad. Formen, Freiburg 1831) und, nachdem Gauss (Gröttin^sche gelehrte 
Anseigen 1831, wieder al^edruckt: dieses Journal Bd. 30 und Werke Bd. 11) die 
geometrischen Besdehungen besprochen hatte, einfiMsher von Diriehlet (dieeea 
Journal Bd. 40) und Hermüe (ebendaselbst) gelöst worden, der zweite Theil 
von Eisenstein (dieses Journal Bd. 41). Für die indifferenten temftren 
quadratischen Formen liegen die Untersuchungen von Hermüe, Bd. 47 dieses 
Journals, vor, welche jedoch, wie sich im Einzelnen zeigen wird, noch mehr- 
frdier Ergänzung und Fortbildung fähig sind. 

Zur Vorbereitung f&r die indifferenten teroiren Formen gebe ich auch 
fbr die positiven temären, und zur Vorbereitung sowohl wie als Vorbild f&r die 
Behandlung der temftren Formen überhaupt, auch ftkr die biniren Formen eine 
neue Darstellung, welche vieUeicht auch an sich einige Beachtung 



Mm Blnftre pmniitwe Finten« 

Neue RedactionsbediDgangen. Gleichartige Coeffieieaten. 

Geometriseke Beziekongen. 

Sobald in einer quadratischen Form as?'^2txy-{'hy^j die ich auch 
mit (o, f, b) (x^ y) oder (o, C, 6) bezeichne, und in welcher o, f, b, x und y be- 
hMgd reelle Grossen bedeuten sollen , die Invariante ab — P, f&r welche 
idi I we^te^ und einer der Äusseren Coe£Bcienten« z. B. cl positiv nnd» so 
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lassen sich durch sie nur positive Werthe darstellen, wesshalb sie dann eine 
positive Form heisst In Substitutionen Ä=aa/-f-/?y',y = ya/ + Jy', durch 
welche eine Form (a, f , 6) (x, y) in eine Form (a', f , B*) (d/, y') übergeht, und 

aß 



welche ich als die Substitutionen 



y J 



bezeichne, sollen ajß^y^Jf reelle 



ganze Zahlen sein und soll überdies, solange nicht ausdrücklich etwas anderes 

aß 



bestimmt wird, die Substitutionsdeterminante 



y ^ 



gleich 1 sein. Die Auf- 



^be, aus allen eigentlich Äquivalenten, d. h. durch Substitutionen der angegebe- 
nen Art aus einander hervorgehenden Formen, den Formen etnerE lasse, eine ab- 
zugrenzen, ist schon von Lagrange (M^moires de FAcad^mie k Berlin 1773) und 
ebenso von Gauss (Disquisitiones arithmeticae), welcher für diese Form den 
Namen „reducirte Form^ eingeführt hat, befriedigend gelöst. Die von ihnen 
aufgestellten Bedingungen — a:^2f^a^b für eine solche reducirte Form 
(a, f, 6) bewirken, dass a und b die zwei kleinsten Zahlen sind, welche sich 
durch die Formen eigentlich, das heisst mittels relativ primer ganzer Zahlen 
X und y darstellen lassen, woraus unmittelbar folgt, dass es unter den Formen 
einer Eiasse immer eine und nur eine solche reducirte Form giebt» wenn 
bei den drei Bedingungen die Ungleichheit stattfindet, während es zwei im 
Allgemeinen auch numerisch verschiedene solche, durch eine der beiden 



Substitutionen 



1 ±1 
1 



und 



0-1 
1 



oder durch beide auseinander hervor- 



gehende Formen giebt^ wenn in einer oder in zweien der drei Bedingungen 
die Gleichheit stattfindet. 

Die angegebene Aufgabe ist aber nicht von der Art, nur auf eine 
Weise gelöst werden zu können, und so empfehlen sich fOr meine beson- 
deren Zwecke andere Reductionsbedingungen^ nämlich die, dass f nicht 
positiv, und — f nicht grosser als a oder 6 ist. Diese Bedingungen werden 
zwar in jeder Klasse nicht nur von einer Form, sondern immer von dreien 
erfQllt, nämlich wenn (a, f, b) eine solche ist, und 

a + ^ + f = 0, b + f + 3 = 0, c + 8 + ^ = 0, 

also 

a = b + 2fl + c, b = c + 2^ + a, cs»a + 2f + b 

gesetzt wird, von den drei Formen (a, f , b), (b, g, c) und (c, ^, a), welche durch 
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die Substitution 



cyklisch aus einander hervorgehen. Aber der 



werden, und da die Substitution 



lediglich eine cykUsche Vertäu- 



1 
-1 1 

Nachtheil, welcher hierin zu liegen scheint, yerschwindet, wenn man die 
Formen symmetrisch durch o, b, c oder durch g, ^, f ausdrückt. Setzt man 
nftmlidb y — jer=te, z — x^=^VyX — y=5ti;, sodass u + ^ + ^==0 ist, 
und' setzt zunftchst 2r = 0, so wird a^-^2fa?y-f-6y'=: — (xvw — bu^u 
— c u t; = — 9 u* — ^ ü* — f w*. Da jedoch die zwei letzteren Ausdrücke 
sidi nicht ändern, wenn x^y und z um ein und dieselbe Grösse geändert 

1 
-1 1 

schung unter den Zahlen a, b, c und unter den Zahlen g, ^, f hervorbringt, 
so besteht kein wesentlicher unterschied zwischen den drei Formen (a, f, b), 
(b,g, c), (c, ^, a), welche zugleich meine Reductionebedtngungen erfüllen. 
Letztere bestehen einfach darin, dass van den drei Zahlen g, ^, f keine positiv 
oder, was dasselbe ist, von den drei positiven Zahlen o, b, c nicht die Summe 
zweier kleiner als die dritte wird. Lst eine Grenze dieser Bedingungen 
erreicht) also z. B. f = 0, so sind die den Formen (a, f, b), (b, g, c), (c, ^, q) 
sonst nur uneigentlich, d. h. mit der Substitutionsdeterminante — 1 äqui- 
valenten und ebenfalls reducirten Formen (b,f,a), (o, 1^, c), (c, g, b), welche durch 
eine nicht cr^klische Vertauschung unter a, b, c und unter g, b? ' aus ihnen 
hervorgehen, ihnen auch eigenüich äquivalent. Dass es neben den an- 
gegebenen reducirten Formen keine anderen solchen in einer Klasse geben 
kann, folgt daraus, dass, wenn (a, f, b) eine reduciite ist, a, b, c die kleinsten 
Zahlen sind, welche sich durch die Formen der Klasse eigentlich, also mit- 
tels relativ primer Zahlen t/, t;, w darstellen lassen, und nur die grOsste der- 
selben noch auf eine andere Weise dargestellt werden kann in einem Aus- 
nahmefalle, wenn nämlich eine Grenze der Reductionsbedingungen erreicht 
ist Man erkiennt dies daraus, dass, wenn von den drei Zahlen u, v, ti; eine 
gleich Null ist, die zwei anderen nur 1 und — 1 sein dürfen, weil sonst 
UyVyW einen gemeinsamen Divisor hätten. Wenn aber keine der drei 
Zahlen ti^v^w gleich Null ist, so wird — gu* — i)v^ — fu?*, worin g, 1^, f 
negativ sind, grösser als in den angegebenen Fällen, höchstens, wenn eine 
der Zahlen g,]^,f gleich Null ist, gleich dem drittkleinsten der dort 
erhaltenen Werthe, nämlich, wenn z. B. t =;: ist, durch das Wertiisy^tem 

Jmumal for MatliAmatik. Bd. LXXVU. Heft S u. 3. 19 
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1)1, — 2 oder — 1, — 1,2 von Uj v, w. Andererseits ist auch leicht zu sehen, dass 
es in jeder Klasse reducirte Formen giebt und wie dieselben zu finden sind. 
Denn mehr als eine der Zahlen g, ^, t kann nicht positiv oder Null sein, da die 
Summe je zweier immer negativ ist, und man erh&lt aus jeder nicht reducirten 
Form (a, f, B)» wenn in ihr nur f <C ist, was nOthigenfalls durch Anwen- 

— 1 



düng der Substitution 







erreicht werden kann, schliesslich eine redu- 



cirte, wenn man auf sie und alle folgenden Formen je die Substitution 



1 
1 1 



oder 



1 1 
1 



anwendet, je nachdem in derselben g oder 1^ positiv ist 

Es verwandeln sich n&mlich durch diese Substitutionen g, 1^, f bezflglich in 
' + 20, ^ + 2g, — g, und in g + 2 ^, f + 2 1^, — ^, und, so lange auch 
von den neu erhaltenen Zahlen noch eine positiv wird, ist sie doch, da ja 
' + 09 + ^> ^^^ ^ + ' negativ sind, kleiner als die positive der voraus- 
gegangenen Form, sodass schliesslich alle drei negativ oder Null werden 
müssen. Es ist auch leicht vorauszusehen, wie oft je dieselbe der ange- 
gebenen Substitutionen zu wiederholen ist, bis der neue an die Stelle des 
positiven tretende Coefficient Null oder negativ wird, mit anderen Worten, 
welches die verschiedenen positiven Werthe von y und ß in den abwech- 



selnd anzuwendenden Substitutionen 



1 

y 1 



und 



1 ß 
1 



sind. Sie sind nSmr 



lieh die kleinsten Zahlen, durch welche bezüglich g — /b, 1^ — ß a Null oder 
negativ werden. An die Stelle von f tritt bezüglich f + yb, f + /9o. Je 
der übrige dieser Coefficienten Iftsst sich dann nicht nur direct, sondern auch 
aus den zwei anderen berechnen nach Massgabe der Gleichung l^t+fg+gl^sss/. 
Von dieser Gleichung, wie von den Gleichungen 

ag + b^+cf= — 2 /und 

a»+B*+c«— 2(6c+ca+ab)=(a+b— c)'— 4ab=— 4i 

sei hier noch bemerkt, dass sie im Falle der Reduction Grenzbedingungen 

für die Coef&cienten liefern, durch welche bei ganzen Goef&cienten auch 

die Endlichkeit der Eiassenanzahl bei gegebener Invariante bewiesen wird. 

In sich selbst gehen die positiven binären Formen im Allgemeinen 

— 1 



nur durch die Substitution 



— 1 



und ihre Wiederholungen über. Aus- 



nahmen finden statt, wenn die drei reducirten nicht sfimmtlich von einander 
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verschieden sind, und wenn es sechs reducirte giebt. Gleichheit zwischen 
zweien der Coefficienten a, 6, c oder g, ^, { bewirkt nftmlich, dass die Formen 
sich selbst uneigentlich Äquivalent werden, z. B. bei a= b die Form (o, f, b) 

mittels der Substitution • Bei einer Vereinigung solcher Relationen, 

welche nur bei reducirten Formen vorkommen kann, also bei a s=s b :^ c 
sind demnach die reducirten Formen sich selbst nochmals eigentlich ftqui- 

1 
— 1 1 

giebt. Wird einer der Coefficienten g,]^,{ 

gleich Null, was ebenfalls nur bei reducirten Formen eintreten kann, so sind 

sich die Formen uneigentlich Äquivalent, z. B. bei f = die Form (a,f, b) 

1 



valent, nämlich mittels der Substitution 



, deren dreimalige Anwen- 



dung die Substitution 



— 1 
— 1 



mittels der Substitution 
also dem a» 
die Substitution 



— 1 



Verbindet sich dieser Fall mit dem g =» 1^, 



b, so ergiebt die Vereinigung der betre£fonden Substitutionen 
, mittels welcher (o, f, b) sich selbst eigentlich &qui^ 



1 
valent wird. 

Die Transformation der indifferenten Formen, welche ich auf die der 
positiven zurück fflhre, lässt sich, was freilich erst bei den tem&ren Formen 
entscheidende Wichtigkeit erlangt^ sehr übersichtiich im Anschluss an geo- 
metrische Betrachtungen darstellen, wie sie ftkr die positiven Formen zuerst 
von Oauss mitgetheilt worden sind am oben angeführten Orte. Ich habe 
vorerst auf die Bedeutung meiner Reductionsbedingungen bei den positiven 
binären hinzuweisen. Der Manchfaltigkeit aller ganzen Werthe x und y in 
der Form (a,f,b)(x,y) entspricht die Manchfaltigkeit aller Durchschnittspunkte 
zweier in einer Ebene gelegener unbegrenzter Systeme äquidistanter Parallel- 
linien, auf welchen von den aufeinander folgenden Punkten die Strecken 
Va, l^b eingeschlossen werden, während der Cosinus des Winkels zwischen 

den als positiv angenommenen Richtungen dieser Strecken gleich ^rryr 9 &1bo 

der Inhalt des von ihnen gebildeten Parallelogramms gleich V I ist. In Be- 



2Ug auf eine durch eine Substitution 



y d 



aus (a, (, b) hervorgehende äqui- 



valente Form (a',f, b') behält das System der Punkte dieselbe Bedeutung, 
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nur die Seiten der Parallelogramme werden andere. Es liegt nämlich die 
Strecke Vo! so, dass man von ihrem AnfiErngspunkt zu ihrem Endpunkt ge- 
langt durch i:^- maliges Zurficklegen der Strecke Va und /-maliges der 
Strecke Vh^ und dasselbe gilt für W^ wenn man a,y in /?, J verwandelt. 
Da dasselbe för Vc' gilt, wenn man a, y in — a — ß, — y — rf verwandelt, so 
erkennt man die der von f analoge Bedeutung von f. Da die Form (b, g, c) 

0-l| 



, aus der Form (a,f, 6) hervorgehen soll, so 



durch die Substitution 

gelangt man zum Ausgangspunkt zurück, wenn man nach einander die 
Strecken Va , VB , Vc jede in positiver oder jede in negativer Richtung durch- 
läuft. Als die geometrische Bedeutung meiner Reductionsbedingungen 
g^O; ^^0; t^O ergiebt sich also, dass die Aussenwinkel des von den 
drei Strecken Va^Vb^Vc gebildeten Dreiecks stumpf sind, dass also dieses 
Dreieck nach dem gewöhnlichen Sprachgebrauche spitzwinkelig ist. Es folgt 
aus dem Obigen, dass es nur ein System von drei ihrer Grösse nach völlig 
bestimmten solchen Strecken giebt, wenn, was die Aequivalenz fordert^ diese 
drei Strecken weder Punkte des Systems überschreiten noch im Innern des 
Dreieckes einschliessen. Das Punktsystem kommt natürlich mit sich selbst 
zur Coincidenz nach allen Parallelverschiebungen, bei welchen irgend zwei 
Punkte coincidiren. Dasselbe geschieht nach Drehungen in der Ebene um 
einen Punkt des Systems und zwar in so viel verschiedenen Lagen, als es 
verschiedene Substitutionen giebt, mittels deren die Formen sich selbst eigent- 
lich äquivalent sind, also im Allgemeinen in zwei Lagen, wenn ich die ur- 
sprüngliche Lage und die Substitution 

in sechs Lagen^ iin Falle a = b, ( = oder 6 »= c, g s= oder c <= o, 1^ =»0 
in vier Lagen. Sind die Formen sich selbst auch uneigentlidii äquivalent^ 
so finden die Coincidenzen auch statt nach Dmklappungen des Systems um 
Gerade, welche in dessen Ebene liegen. Den Uebergang von einem Punkte 
des Systems zu einem andern kann man sich ausgeführt denken durch »^ 
maliges Durchlaufen von V'a, y- maliges von Vb und ^- maliges von l^c, wo- 
bei eine VerSnderung von Xy y und z um ein und dieselbe Zahl auf die 
Lage des Endpunktes keinen Einfluss hat. Setzt man x, y oder z constant 
gleich Null, so entspricht dies der gewöhnlichen Darstellung durch die 



1 



mitzähle, im Falle a = 6=:c 
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Formen (b, g, c) , (c, 1^, q) oder (o, t, 6). Unterscheidet man an den Linien 
Va^ Vb und Vc ausser der positiven oder negativen Richtung auch eine 
positive oder negative Seite und bezeichnet je diejenige Seite derselben als 
die positive, auf welcher das besprochene Dreieck liegt, wenn die drei Seiten 
in der ang^ebenen Reihenfolge in positiver Richtung durchlaufen werden, 
so giebt die mit u bezeichnete Differenz y — z an, in der wie vielten zu Vd 
parallelen Linie der betreffende Endpunkt liegt, wenn man von der durch 
den Anfangspunkt gehenden aus nach der positiven Seite derselben zu zahlt, 
und das Analoge geben die mit t;, w bezeichneten Differenzen z — x^ 
X — y an. 

!■• IndllTereiite binftrc Formen. 

a) Zurilckführang der Redactionsbedingungen aaf die der 

positiven Formen. 

Von den indifferenten Formen bemerkt zwar Oause^ dass sie sich 
der bei den positiven angewandten geometrischen Behandlung ganz enir 
ziehen^ damit kann jedoch nicht gesagt sein, dass nicht bei geeigneter Modi- 
fication Analoges auch bei diesen gelten könne. Wie nun Diricfdet und 
Hermite an dem angegebenen Orte die geometrischen Beziehungen benfltzt 
haben, um die Reduction der positiven tem&ren quadratischen Formen za 
entwickeln, so will ich auch bei dem Ober die indifferenten binären und 
temären quadratischen Formen Mitzutheilenden mich des geometrischen 6e* 
WMides bedienen, welches die XJebersicht erleichtert, und eine natui^emäss 
bezeichnende Ausdrucksweise darbietet, während doch nur eine Aenderung 
der Worte nothwendig ist, wenn man sich von dem vielleicht fremdartig 
scheinenden BUde frei machen will. 

Die besprochene Gauseische geometrische Darstellung der positiven 
binären quadratischen Formen giebt genau dasselbe Bild, als wenn in der 
bekannten, von Gauss um dieselbe Zeit (Göttingische gelehrte Anzeigen, 
April 1831, Werke Bd. U«, S. 169) veröffentlichten Weise einer der conju- 
girten complexen Faptoren QX-j-oy^ e'^ + o'y der Fcmn aÄ'+2f «y + by* 
geometrisch dargestellt wQrde: Setzt man (^ = ^-|-^|t, a^i^-f-Yji t, so ist 

(1.) l* + l! = a; ^i? + |,i?i = !; i?« + i?J = '&. 
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Betrachtet man nun anstatt der positiven Form (o, {, b) eine indiff er ente 
(a,Ä;, 6), so werden die entsprechenden Factoren reell, oder, was dasselbe 
ist, an die Stelle von |i, rix treten rein imaginftre Grossen, die ich mit 
li«. Tili bezeichnen will. An die Stelle der Gleichungen (1.) treten dann 
Gleichungen 

(20 ^ — ^=a;|ry — ?,i?, = *; ij^ — 17?=6. 

Wie nun in den Gleichungen (1.), wenn a, I, B gegeben sind, dne der vier 
Unbekannten, welche s&mmtlich reell bleiben sollen, innerhalb gewisser 
Grenzen willkürlich bleibt, z. B. wenn der Anfangspunkt der Linie Kb als 
Nullpunkt der rechtwinkligen Coordinatensysteme angenommen wird, ihr 
Endpunkt eine beliebige Lage auf dem um den Nullpunkt mit dem Radius 
Vh beschriebenen Kreise haben kann, so ist es auch bei den Gleichungen (2.)) 
so kann z. B. der durch die rechtwinkligen Goordinaten 17,171 bezeichnete 
Punkt eine beliebige Lage auf der durch die Gleichung r^ — i^i^^si be- 
stimmten gleichseitigen Hyperbel haben. Ich fiQhre nun die Theorie der 
indifferenten Formen dadurch auf die der positiven zurflck, dass ich mir 
das ver&nderiiche System der reellen den Gleichungen (2.) gentkgenden 
Variablen ^, 17, |i, 171 in die Gleichungen (1.) eingesetzt denke, und diei da- 
durch entstehende positive Form (o, (, 6) betrachte, welche ich die der Form 
(a^kfb) entsprechende positive Farm nenne Die nothwendigen und hin- 
reichenden Bedingungen, welche ihre veränderlichen Coeffidenten zu erf&llen 
haben, erhfilt man sofort in der brauchbarsten Gestalt, wenn man neben 
dem Umstand, dass a nicht negativ werden kann, bedenkt, dass die Liva- 
rianten der Formen (a + a, f -|- *, b 4" *) ^^^ (* — a, f — *, 6 — Ä) gleich 
Null sind« Durch Addition und Subtraction der hierdurch g^ebenen Glei- 
chungen erhält man nämlich: 

(3.) ab — P = t» — a6 

ood 

(4.) Äa — 2A:f + ab=:0, 

Am beisit, die zwei Formen haben entgegengesetzt gleiche Invarianten, und 
ihre simultane Invariante ist gleich Null. Hieraus folgt, dass, wenn man 

aß 



k\t% und dieselbe Substitution 



rd 



auf eine indifferente und die ihr ent- 
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sprechende positive Form anwendet, die neu entstehende positive Form der 
neu entstehenden indifferenten wieder entsprechend ist An die Stelle von 
l»^»^nt?i treten in den neuen Formen a^ + yri^ /^H-^^» «ft+y^t» 
ß §1 -j- d fix* Ich nenne nun vorbehaltlich einer später heizufögenden auf 
einem Unterschied zwischen den drei Formen (o, it, 6) , (6, g^ e) und (c, A, a) 
gegrttndeten Beschränkung, eine indifferente Form (a, it, 6) reducirt, wenn 
die entsprechende positive Form (a, f,6) für irgend ein zulässiges System 
ihrer veränderlichen Coe/ficienten nach der oben aufgestellten Definition 
reducirt ist. Man erkennt sofort, (?ass man zu jeder indifferenten Form 
(o, ky b) eine Äquivalente reducirte dadurch finden kann , dass man ein be- 
liebiges zulässiges System von Goefficienten fOr die entsprechende posi- 
tive Form (o, f, b) annimmt, eine Substitution aufsucht, welche diese posi- 
tive Form in eine reducirte verwandelt, und dieselbe Substitution auch auf 
(a, kj b) anwendet. Es sind aber nun die Bedingungen der Beduction so 
umzugestalten, dass ein Zurückgreifen zu der entsprechenden positiven Form 
erspart wird. Es soll It? — ab mit / bezeichnet und sollen durdi die 
Gleichungen a + Ä + * = 0;6-f-* + 5^ = 0;^ +^ -J- A = die drei Zahlen 
A,^,c definirt werden, mittels deren sich, wie hier nebenbei bemerkt sei, 
die Gleichung (4.) auch durch die Gleichungen 

5fa + Ä6 + ifec = 
oder 

ai + b\f + ct = 

ausdrücken Iftsst 

Ich behalte nur des geometrischen Bildes wegen die in den Gleichun- 
gen (8.) und (4.) eliminirten Grössen f , rj, Si , t]i bei. Um alle zulftssigen 
Werthensysteme a,f, b zu erhalten, ist es aber nicht nur hinreichend, den 
Punkt 17, Tji nur einen seiner beiden Hyperbelaste durchlaufen zu lassen, 
sondern auch von den zwei zugehörigen Punkten §, |i, deren jeder gleich- 
zeitig ebenfalls einen Hyperbelast stetig ganz durchl&uft, nur einen zu be- 
rücksichtigen, oder, womit dasselbe gesagt ist, von den zwei Vorzeichen in 
der sich aus (3.) ergebenden Gleichung fi^i- — Siri = + VI nur eines zuzu- 
lassen, denn es würde die Vorzeichen&nderung von VI nichts Anderes be- 
wirken, als die Vorzerchenftnderung von rj mit der aus ihr folgenden von f, 
oder die Vorzeichenftnderung von 17, mit der aus ihr folgenden von $1, und 
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je nachdem b negativ oder positiv ist, führt die VorzeichenftuderiiDg voa ^ 
oder die von tji lediglich von einem soeben zugelassenen Werthsystem von 
I9 ^9 ^19 ^1 zu einem anderen ebenfalls schon zugelassenen. Von dem Fallei 
dass / eine Quadratzahl ist, will ich vorläufig absehen. Als Goeffidenteii 
der indifferenten Formen nehme ich nur ganze Zahlen an, es kann dann ein 
äusserer Coefficient wie b nicht gleich Null werden. Greometrisch stellt sich 
nun Vh unmittelbar dar als die gerade vom Nullpunkte nach dem Punkte 
17, Tli führende Linie, Va als die vom Nullpunkte nach dem Punkte §jSu 
oder, wie ich lieber will, die vom Punkte — |, — ^1 nach dem Nullpunkte 
führende gerade Linie, f ist Va^Vh mal dem Cosinus des Bichtungsunter- 
schiedes dieser beiden Linien. Durch Hinzufügung der Durchschnittspunkte 
zweier unbegrenzter Reihen äquidistanter Parallellinien erhält man dasselbe 
Punktensystem wie oben. Dasselbe ist aber jetzt beweglich, und zwar so, 
dass gleichzeitig jeder Punkt einen Ast einer ihm eigenthümlichen gleich- 
seitigen Hyperbel in einer Richtung stetig durddäuft, wtiu^nd die durch 
die Punkte bestimmten Parallelogramme und anderen geradlinigen Figuren 
einen constanten Flächeninhalt behalten. Bei jeder Lage lassen sich dicf 
Punkte auf eine und nur eine Weise als die Ecken von lauter congruenten 
spitzwinkligen Dreiecken ansehen, wodurch je eine reducirte positive und 
die entsprechende indifferente Form bestimmt wird, abgesehen von der noch 
möglichen cyklischen Vertausch ung unter o, 6, c und unter a, b, c Es sind 
nun die Bedingungen anzugeben, unter welchen (a, f, 6) eine Reducirte wer- 
den kann, unter welchen also eine Lage des Punktsystems eintreten kann, 
bei welcher keine der drei Grössen g, 1^, f positiv ist Das9 zugleich mit 
einer der drei Grössen g, ^, t auch die zwei übrigen unendlich werden und 
dabei nicht g, 1^ und ! zugleich negativ sein können, folgt, da o, 6, c nidit 
kleiner werden können als die absoluten Werthe von bezüglich o, 6, c, also 
nicht kleiner als 1, sofort aus der Betrachtung des betreffenden Dreieckes,^ 
dessen Flächeninhalt ja + 1 K/ ist. Soll also bei irgend einer Lage keine 
dieser drei stetig veränderlichen Grössen positiv sein, so muss es mindestens 
zwei Lagen geben, bei welchen eine derselben gleich Null ist, wobei dann 
von selbst die zwei anderen negativ sein werden. Soll zum Beispiel fsasO 
werden , so ergiebt die Gleichung (4.) als noüiwendige Bedingung, dass a 
und 6 verschiedene Vorzeichen haben. Die Verbindung mit der Gleichung (8.) 
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erweist diese Bedingung auch als hinreichend, und ergiebt y ~y^ / und [./ / 

als die zugehörigen Werthe von a und b. Nach denselben Gleichungen geht 
unter dieser Bedingung die stetige Aenderung von f fortwährend nach der- 
selben Richtung, da bei einem Maximum oder Minimum von f die Deter- 
minante L =^ ^^^^ müsste. Beim Fortgang in einer bestimmten Rich- 
tung wird und bleibt also f negativ, und, weil dabei g und ^ von den 
Werthen — b und — a aus nicht vor einem endlichen Fortgang positiv 
werden, aber auch nicht beide bis ins Unendliche negativ bleiben können, 
ßo wird es ein weder unendlich kleines noch unendlich grosses Intervall 
der Variablen geben, in welchem fl, \) und f negativ sind, in welchem also 
(o, f, 6) reducirt ist. Dass unter der gemachten Bedingung eine und nur 
eine der Grössen g und f) durch Null hindurchgeht, folgt auch daraus, dass, 
wenn a und b verschiedenes Vorzeichen haben, auch entweder b uüd c ver- 
schiedenes, a und c gleiches, oder a und c verschiedenes, b und c gleiches 
Vorzeichen haben. Unter dieser Bedingung würde nun also nach der obigen 
Definition die Bezeichnung als reducirte Form der Form (a, A;, b) beizulegen 
sein und zugleich auch den Formen (h^g^c) und (Cyh^d)^ weil die ent- 
sprechenden drei positiven Formen reducirt sind. Ich beschränke nun aber 
diese Definition dahin ^ dass ich die Bezeichnung als reducirte Form 
nur noch solchen indifferenten Formen beilege^ in deren entsprechenden posi- 
tiven Formen der mittlere Goeffident gleich Null werden kann^ was von 
den drei angegebenen Formen nur bei zweien möglich ist. Das Criterium 
für eine so definirte reducirte indifferente Form besteht demnach einfieu^h 
darin, dass die zwei äusseren Coejfidenten entgegengesetzte Vorzeichen haben. 
Die Gleichung 1^ — ab = I zeigt sofort, dass es bei gegebener Invariante 
nur eine endliche Anzahl reducirter ganzzahliger indifferenter Formen giebt. 
Um von zwei eigentlich äquivalenten reducirten Formen (o, ky i) und (i, — A, a) 
nur eine angeben zu müssen, füge ich noch die weitere Beschränkung für 
die Definition redu^drter Formen bei, dass der erste Coejficient positiv sein 
8oU, wonach also von den drei Formen (a^k^b^^ (J^jg^c), (c^h^a) immer 
nur eine redticirt sein kann. 
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b) Perioden. Hauptreducirte. 
Die Frage, welche reducirte indiflferente Formen einander ftqaivalent 
sind, erledigt sich nach den getro£fenen Dispositionen so zu sagen von selbst 
Geht nämlich die reducirte indifferente Form (a, A, b) mittels irgend einer 
Substitution in die reducirte Form (a', A/, b') über, also die positive Form 
(a, f, b) durch dieselbe Substitution in die Form (a', f, b'), so werden die 
Gleichungen (3.) und (4.), ebenso wie durch a, A;, 6, a, f, 6, auch durch 
a', A/, Ä', a', f , b' erfüllt und bilden ebenso die einzige Beschränkung für die 
veränderlichen Grössen. Wie also unter den zulässigen Lagen des Punkt- 
systems solche vorkommen mussten, bei welchen (a, f , b) reducirt war, so 
müssen unter diesen Lagen auch solche vorkommen, bei welchen (a', f^ b*) 
reducirt ist. Man braucht also lediglich das Punktsystem successive alle 
zulässigen Lagen annehmen zu lassen, bei jeder Lage die reducirte positive 
Form und die Substitution, mittels welcher sie aus (o, f, b) hervorgeht, zu 
bestimmen, und mittels derselben Substitutionen aus (a, k, b) andere Formen 
abzuleiten, so sind die letzteren die sämmtlichen zu (a, A;^ 6) äquivalenten 
reducirten Formen. Man erhält zugleich die sämmtlichen Substitutionen 
von (a, ky i) in sich selbst von der Determinante 1 , denn diese sind eben 
die Substitutionen der reducirten Form (a, A, i) in reducirte Formen («', kf, 6'), 
deren Coefificienten mit denen von (a, ky b) numerisch übereinstimmen. Um 
die zu (a, k, 6) äquivalenten Reducirten zu finden, nehme man zum Beispiel 
an, es sei a positiv, b und c negativ, so ist (a, A:, b) reducirt für gewisse 
Lagen des Punktsystems, oder, wie ich mich ausdrücken will, fbr ein ge* 
wisses Intervall, welches nämlich beginnt bei f = und endigt bei ^ = 0. 

Wird dieser Endpunkt überschritten, wird also i) > oder, was dasselbe 

1 1 



ist, — f >a, so ist die Substitution 



1 



geeignet, aus (a, f, b) wieder eine 



reducirte Form abzuleiten. Durch dieselbe Substitution wird aus (a, k, 6) 
die Form (a, — Ä, c) oder (a,a + A:, a + 2A;+6) abgeleitet, welche also 
wieder eine reducirte Form ist, und ebenso dem folgenden Litervail ent- 
spricht, wie (a, ky b) dem eben betrachteten. Wären , was der zweite und 
allein noch zu betrachtende Fall ist, a und c positiv, b negativ, so wäre 
(a, ky b) reducirt für das Litervail von f = U bis g = 0. Jenseits dieses 
Endpunktes würde g:>0 oder, was dasselbe ist, — f::>b, und wäre die 
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Substitution 



1 
1 1 



geeignet, aus (a, f, b) wieder eine reducirte Form abzu- 
leiten. Durch dieselbe Substitution würde aus (a, A, i) die Form (0,-5^,6) 
oder (a-f-2Ä: + ^5 A-}-Ä,6) abgeleitet, welche dann also die auf (a, k, 6) 
folgende reducirte Form wÄre. Da die neuen Formen wieder dieselben 
Eigenschaften haben wie die Form (a, k^ b) in dem ersten oder zweiten be- 
trachteten Falle, insbesondere auch an den Anfangspunkten der Strecken, 
fbr welche sie reducirt sind, der mittlere Coefificient der ihnen entsprechen- 
den positiven Formen gleich Null wird, so erkennt man, dass aus jeder so 
erhaltenen reducirten Form immer wieder eine neue abzuleiten ist durch 



1 1 
1 



und 



1 
1 1 



je 



Anwendung einer bestimmten der zwei Substitutionen 

nachdem nämlich der dadurch neu entstehende äussere Coefficient negativ 
oder positiv ist. Da es jedoch nur eine endliche Anzahl redacirter Formen 
von einer bestimmten Invariante giebt, so erkennt man, dass von den neu 
entstehenden Formen einmal eine mit einer schon dagewesenen übereinstim- 
men muss, und, da durch die Coefficianten einer Form die auf sie weiter 
anzuwendende Substitution also auch die folgende Form vollständig bestimmt 
ist, so erkennt man, dass die ganze Reihe äquivalenter rediunrter Farmen 
durch eine endliche sich periodisch unendlich oft wiederholende Anzahl solcher 
Formen gel^ldet wird. Dass diese Periode sich nicht nur in der besproche- 
nen, sondern auch in der entgegengesetzten Richtung ins Unendliche fort 
wiederholt, folgt daraus, dass auch in dieser Richtung jede folgende reducirte 
Form durch die vorausgehende allein bestimmt ist. Das Gesetz der Auf- 
einanderfolge der verschiedenen reducirten Formen lässt sich auch, abge- 
sehen der Kürze wegen von der willkürlichen Festsetzung a >>» 0, euifach 
so ausdrücken, dass, wenn von den drei Coefficienten 0,6, c einer Form, 
welche der Grieichung a*4-i*+^ — 2äc — 2ca — 2 a ä = 4 / genügen, a und c 
dasselbe Vorzeichen haben, b das entgegengesetzte, diese reducirte Form 
zwischen zwei andere reducirt« Formen fällt, in deren einer a und b die- 
selben sind, für c aber der andefe dieser Gleichung ebenfalls entsprechende 
Werdi gesetzt wird, in deren anderer b und c dieselben sind, für a aber 
der andere dieser Gleichung genügende Werth gesetzt wird. 

Besonders aus allen reducirten Formen hervorgehoben und Haupt-- 
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reducirte genannt zu warden verdienen diejenigen reducirten Formen, welche 
beim Fortgang in der erst betrachteten Richtung nicht durch diesdbe der 



beiden Substitutionen 



1 1 
1 



und 



1 
1 1 



in die folgende übergehen, durch 



welche sie aus der vorausgegangenen entstanden sind. Die übrigen Redu- 
cirten kann, man Zwischenreducirte nennen, und ich sage von einer Zwischen- 
reducirten (a, k, b): sie liegt auf der Strecke von a oder auf der Strecke 
von 6, je nachdem es der Goefficient a oder der 6 ist, welcher auch in der 

m 

vorausgehenden und in der folgenden Reducirten vorkommt, w&hrend ich 
von einer Hauptreducirten (a, k, b) sowohl sage : sie liegt auf der Strecke 
von a, als: sie liegt auf der Strecke von b. Die charakteristische Eigen- 
schaft, durch welche sich (a^Ä;,6), wenn es eine Hauptredmnrte ist, von 
Zwischenreducirten unterscheidet, besteht darin, dass nicht nur a und i, 
sondern auch a — 2ä:+ä und a -{- 2 k-{-b entgegengesetzte Vorzeichen haben j 
was sich auch so ausdrücken lässt, dass der absolute Werth von k nicht 
nur kleiner als V /, sondern auch grösser als der von 1 (ä + 6) ist. Durch 
/, a und k allein ausgedrückt wird die letztere Bedingung, wenn man durch 
Klammem ( ) andeutet, dass von der eingeklammerten Grösse der absolute 
Werth zu nehmen ist, 2a(A)> a^ + A*— 7>> — 2a(k) oder (a — (k))<:Vl 
<:a + (A)« Die Bedingung (a — (k))<zVI wird neben der (k)<ZVl nur 
dann von Bedeutung, wenn a>VI ist^ und zeigt, dass in diesem Falle neben 

(a, ky b) bei negativem k auch die durch die Substitution aus (a, A, 6) her- 

vorgehende Form (a^a-\'k^ a+'2Ä;-f-Ä), bei positivem k aber die durch 
die Substitution aus (a, A, b) hervorgehende Form (a,k—a,a—2k-^b) 

Reducirte, und zwar, da 2a — (k)>V I würde, Hauptreducirte ist. Die Be- 
dingung V/<::a + (^) wird nur dann von Bedeutung, wenn a<iVI ist^ und 
giebt sofort die auch für den vorigen Fall giltige Regel an, nach welcher, 
wenn irgend eine Reducirte mit dem ersten CoefGk^ienten a gegeben ist, 
unmittelbar die zwei Hauptreducirten zu finden sind, welche auf der Strecke 
von a liegen.' Die mittleren Coefficienten der sämmtlichen auf dieser Strecke 
liegenden Reducirten bilden ja eine arithmetische Reihe mit dem Modulus o, 
von deren Gliedern immer mindestens zwei zwischen -{-VI und — VI 
fallen. Die mittleren Coefificienten der zwei Hauptreducirten sind nun immer 
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das erste und letzte derjenigen Glieder dieser Reihe, welche aswischen -^VI 
und — VI fallen. Von diesen zwei Coefficienten kann keiner gleich Null 
werden, sie haben immer entgegengesetzte Vorzeichen. Dass dieselben 
Schlüsse gelten fttr die Reducirten, welche auf d^r Strecke eines dritten, 
also negativen Coefficienten liegen, bedarf keiner näheren Besprechung. Ist 
(a, kj b) eine Hauptreducirte mit negativem mittleren Coefficienten , so zeigt 
das Besprochene, dass die in der früher angenommenen Richtung auf sie 

1 ß 



folgende Hauptreducirte aus (a, k, b) durch eine Substitution 



1 



hervor- 



geht, in welcher die positive Zahl ß die grösste in enthaltene ganz^ 

Zahl ist. Ist dagegen in einer Hauptreducirten (o, ky i) der mittlere Coefß- 
cient positiv, so geht die folgende Hauptreducirte aus ihr durch eine Sub- 

hervor, in welcher die positive Zahl y die grösste in 



stitution 



y 1 



^_"t enthaltene ganze Zahl ist. 



Würde ich durch Hinzufügung der Substitution 



1 
— 1 



nach disn Sub- 



stitutionen 



1 

y 1 



1 ß 

1 



und vor den darauf folgenden ^ 'j^ meine Hauptreducirten so 

darstellen, dass ihre mittleren Coefficienten immer positiv wftren, was ich 
besonders wegen der Anwendung auf die tem&ren Formen unterlasse, so 
wftren sie einzeln und der Reihenfolge nach identisch mit den Formen, 
welche von Gauss einfach reducirte Formen genannt werden (Disquisitiones 
arithmeticae art. 183). DieBedingungenO<;A;<:V/und((a)-Ar)<:>^/<;(a)+ifc, 
in welche sich dann die oben angegebenen verwandeln würden, zeigen sich 
sofort als identisch mit den G^au^^ischen. Die Darstellung, wdche Dirtchlet 
(Abhandlungen der Berliner Academie fQr 1854, oder Vorlesungen über 
Zahlentheorie, herausgegeben von Dedekind) für die betreffenden Bedingun- 
gen gegeben hat, dass nftmlich abgesehen von der Unterscheidung zwischen 
erster und zweiter Wurzel, welche den mittleren Coefficienten als positiv be- 
stimmt, von den zwei Wurzeln co der Gleichung a + 2 Ä:tti + 6a;* = die 
eine positiv, die andere negativ, die eine ein achter, die andere ein un- 
ftchter Bruch sei, kommt vollständig zurück auf meine rein arithmetischen 
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Bedingungen, dass sowohl a und Ä, als auch a — 2Ä;-f-6 und a+2A;-f-6 
entgegengesetzte Vorzeichen haben. 

c. Die Rödnites principales von Hrn. Hermite, 

An Stelle meiner Hauptred ucirten kommt Hr. Hermite zu anderen von 
ihm reduites principales genannten Formen, welche also auch von den 
(jau^^ischen Reducirten abweichen, gerade dadurch, dass fir. Hermite die 
G^au^^ische Definition fClr reducirte positive Formen zu Grunde legt. Die 
von Hrn. Hermite (dieses Journal Bd. 41, S. 204) benützte positive Form 
q> stimmt, was das Verh&ltniss der Coefficienten unter einander betrifik, 

mit meiner Form (a, f, b) fiberein, wenn man das dortige A durch [ c\ cM 

ersetzt Alle nach meiner Definition Reducirten gehören nun abgesehen 

(J 1 



von der etwa noch anzuwendenden Substitution 



— 1 



auch zu den von 



Hrn. Hermite r^uites genannten, weil, wenn in (o, f, 6) der mittlere Coefficient 
gleich Null ist, auch (a, f, 6) oder (b, — f , a) nach der G^au^^ischen Definition 
reducirt ist. Dasselbe gilt nicht umgekehrt. Es geht nämlich zwar f immer 
durch NuU , wenn ffir (a, f , b) die beiden Grenzen der G^au^^ischen Reduo^ 



tion die f 



^undf 



-g- sind; sind sie aber f 



-g- und as=b, oder 



f= Y^^^ a=b, in welchen Fällen (a^kyb) von Hm. Hermite r^duite principale 

genannt wird, so lässt sich dies nicht behaupten, und ist auch nicht der 
Fall, wenn a und b gleiche Vorzeichen haben. Sind dann a und b positiv, 
k negativ, so wird die Reihenfolge der Reducirten nach Hermite 



(*» 9^ o) 



1 1 
1 



(by — k,d) 



1 
— 1 



(a,*,6) 



1 1 
1 



(a, — A, c). 



während bei mir unmittelbar (h^gyC) durch die Substitution in (a,—Ä,c) 

übei^eht. In diesem Falle sind {hyg^c) und (ay—hyc) Hauptreducirte, da nach 
der ^erintteschen Bedingung ftlr r^uites principales, nämlich der (k)>(a-\-b) 
oder vielmehr (k) ^ (a -{- i)» welche sich unmittelbar aus meiner Gleichung (4.) 
ergiebty m diesem Falle a-\'k-\-b^O^ also um so mehr a-f-^^ + ^^^O 
und 4a + 4ifc + i<0, also b — ^ g -\-c<ZO und a — 2Ä-|-c<0 sind. 
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wahrend a = 6 + 2^-f"^>0 und 6=a + 2Ä + c>0 sind. Dagegen 
ist in diesem Falle im Allgemeinen (h,g,c) keine r^uite principale, denn 
der absolute Werth des mittleren Coefificienten — k — b ist kleiner als der 
der Summe der äusseren, nämlich als — k — i + ( — a» — k — 6). Dasselbe 
gilt für (a, — Ä, c). Nur im Falle a + ^ + ^ = sind auch (6, g^ c) und 
(a, — Ä,c) r^uites principales. Anfangs- und Endpunkt der Strecke, ftir 
welche (a, k^ b) Oberhaupt r^duite ist, fallen dann zusammen. Im Falle 
a>0, 6>0, k>0 hätte dasselbe, was soeben für die Form (a, k, 6) durch- 
geführt worden ist, für die Form (i, — A, a) gegolten. Wären a und b 
negativ, so gälte völlig das Analoge. .Ule r^duites principales (a, A;, i), in 
welchen a:>>0, b<ZO ist, sind auch Haupreducirte, von allen, in welchen 
a<;0, Ä>0 ist, sind es die associ^es oppos^s (i, — A, a), denn aus 

(k) ^ (a 4" Ä) folgt (k) > y '^ \. Die flermtteschen Perioden von r^duites 

principales, von welchen also eine unter Umständen an die Stelle von 
zwei (?at^^«ischen Reducirten tritt^ können demnach weniger Formen enthal- 
ten, als die Gaussischen Perioden, wie ja auch bei der Entwicklung in einen 
periodischen Eettenbruch die Anzahl der Partialnenner einer Periode kleiner 
werden kann, wenn man Reste von verschiedenen Vorzeichen zulässt. Von 
den Hermttesehen Bedingungen — (A:) ^ a + ^ ^ (^) drückt, wenn a und 
b verschiedene Vorzeichen haben, die eine aus, dass (a, f, 6), die andere, dass 
(b, — f, a) eine 6^at^^ische Reducirte werden kann, wenn aber a und b 
gleiche Vorzeichen haben, drückt die eine beides, die andere gar nichts aus. 
Wenn man diese Bedingungen so umgestaltet, dass sie sich zur unmittel- 
baren Berechnung der aufeinander folgenden r^duites principales eignen, dass 
sie nämlich ausser / und k nur einen der äusseren Coefficienten, zum 
Beispiel a enthalten, so wird mittels a* — {ak)^ — ab^a^-\- (ak) aus 
ihnen a* — (a/fc)4- ^^-^^^^H" (^ *)+**• Hiemach ist es nun leicht, von 
den tbittleren Coefficienten zweier auf der Strecke von a liegender, also 

1 ß 
1 

einen aus dem andern abzuleiten. Ist nämlich o?^ I^ so liegt der eine 
jener Coefficienten zwischen — ~ — ]/ 7 — -^ a' und — y'^V^ — T^*' ^^^ 



durch Substitutionen 



in einander übergehender r^duites principales den 
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andere zwischen ~ — y / — ^a* und -5-+^/ — 4-«*) wird also (/?) = !. 
Ist aber a* <C /, so liegt von diesen zwei Coefficienten der eine zwischen 
B- — y / — -7-a"und-| — vi — -j-a', der andere zwischen — "j+V l—r«^ 

und -r+y J" — T*^*' wodurch für ß im Allgemeinen ein Werth, im Fall 
der Erreichung einer der Grenzen a + 6 + it = aber zwei um eins ver- 
sdiiedene Werthe bestimmt werden. In der That ist z. 6. bei a~\-h-^k=.^ 
neben (o, *, Ä) auch (a, — A, c) zugleich mit (Ä,^, c), (6, — *, a), (c.A»«) 
und (c, — ^, i) r^duite principale, wie aus der ErftÜlbarkeit der G-leichungen 
= 6 = — 2 f auch unmittelbar folgt. 

Eine Zwiscbenreducirte (a, ib, V) liegt offenbar auf der Strecke von a 
oder von d, je nachdem das Vorzeichen von a — 24 + * """^ o + 2 * + i, 
also auch von a-\-h mit dem von h oder von a Qbereinsümmt, je na<^dem 
also a kleiner oder grösser ist als — h. Dasselbe in Bezug auf die 
absolnten Wertfae von a und h gilt fQr die ^«rmtteschen reduites tnterm^- 
diaires, wie meine Gleichung (4.) in Verbindung mit der nach dem Obigen 
bei diesen Formen immer möglichen Gleichung t ^^ ergebt. Von den 
auf der Strecke von a liegenden Zwischenreducirten verdient diejenige 
(a, k, V) besonders 4Hirvorgehoben zu werden, bei welcher def absolute Werth 

von h der kleinste, also <-ä-, vrii-d, statt welcher man, wenn in einer 
Form ib = -^, also in einer anderen k=— -^ wird, beliebig die eine oder 

andere nehmen kann. Die entsprechende positive Form (a, t, B) ist eine 
C'aujjische Beducirte fQr den Minimalwerth von a. Das Analoge gilt für 
die auf der Strecke von h gelegenen Zwbchenreducirten (o, ib, i). Die so 
hervorgehobenen Farmen gehören zu den von Legendre (Theorie des nom- 
bres, 3*" ed^ I partie, § 13) als reduites a la forme ordinaire bezeichneten. 
Wenn es aber auf der Strecke von a keine Zwisehenredu<ärte fpebt, also 
eine der zwei auf der Strecke liegenden Hauptreducirten die Becfingung 
(2 i) •<; a oder beide die (2 if;) = a erfQllen, so kann es sein, dasa fQr diese 
eine oder diese beiden — b<i(^k) ist. Legendre schreibt nun, um auch 
fülr eine solche Strecke eine ähnliche Form zu erbalten, vor, weitere Sub- 
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BtitatioDen auf die erhaltene Form anzuweDden, bis der absolute Werth des 
doppelten mittleren Goefficienten den keines ftusseren mehr fiberschreitet 

Hierzu ist aber eine einzige Substitution ^ hinreichend, weil die Ver- 
kleinerung von (Je) eine weitere Vergrösserung von a hervorbringt. Die so 
zu erhaltende Form wird also offenbar dieselbe, welche man fDr die Strecke 
von h ebenfalls erh&lt. Es ist also nicht zufällig, dass in dem von Legendre 
Seite 185 durchgieführten Beispiel eine Form zwei Mal nach einander 
vorkommt. 

Aus den letztbesprochenen Reducirten ist auch die von Gauss (Dis- 
quisitiones arithmeticae art. 223) als forma repraesentans ihrer Ellasse be- 
zeichnete Form ausgewählt. 

d) Die Inyariante eine negatiye QaadratzahL 

Durch jede der oben von einer gewissen Stelle an ausgeschlossenen 
indifferenten Formen (a,A:,6), in welchen 7=4* — ab eine Quadratzahl 
iat, lässt sich die Null eigentlich darstellen, jeder solchen Form sind also 
Formen äquivalent, in welchen der erste Coefßcient = ist. Es sei (a, k, b) selbst 
eine solche Form, sei k die positive Quadratwurzel aus der als von Null 
verschieden angenommenen Quadratzahl 7, imd sei zunächst b nicht gleich 
Null, auch nicht durch 2 k theilbar. Bei Anwendung des unteren Vorzeichens 
in der früher benutzten Gleichung I r/i — ^, ?/ = + y 7 wird dann 6 § = 
|;(r/4-^i) = ^!?V Es kann sich dann also, während der Punkt rj^rii einen 
Ast seiner gleichseitigen Hyperbel durchläuft, der Punkt $, |i nur auf einer 
der zwei geraden Linien bewegen, in welche seine gleichseitige Hyperbel 
degenerirt, und zwar auf dieser nur auf der einen Seite des Nullpunktes, , 
da der absolute Werth deijenigen der zwei Grrössen tj und tji, welche ihr 
Vorzeichen nicht ändert, den der anderen stets Qberwiegt. Werden tj und 
fli mit entgegengesetzten Vorzeichen unendlich, so nähern sich, wie aus der 
Gleichung (tj ^rj^ iv 'h Vi) = * ersichtlich , | und ^i dem Grenzwerthe Null, 
und mit ihnen auch a und f. Soll nun (0, k, b) reducirt sein , sollen also 
durch die entsprechende positive Form (a, f, B) die Bedingungen f < 0: 
— f<a; — f<l6 erfüllt werden können, so mfissen nach der aus der 
Gleichung (4.) entstehenden Gleichung b a sss 2 ib f die Zahlen b und k ver- 

Joarnal int Mathematik. Bd. LXXVn. Heft % a. 3. Sl 
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schiedene Vorzeichen haben, ferner inuss 



2* 



1 sein. ErmUt (0,ik,6 



diese Bedingungen nicht, so betrachte ich statt dieser Form die ebenso zu 

1 ß 



bezeichnende neue durch eine Substitution 



1 



aus ihr hervorgehende, in 



welcher —ik<ib<iQ ist. Die dritte Bedingung ist dann nach dem eben 
Bemerkten fQr Punkte ry, r/i, welche auf ihrem Hyperbelast nach einer be- 
stimmten Richtung zu hinreichend weit entfernt sind, von selbst erftkllt und 



zwar von dem durch = 0, also b = Ä:y 



— b 



i^. 



b_ 



bestimmten 



Punkte an. Uebersch reitet man diesen Punkt in der entgegengesetzten lüch- 
tung, so ist zunächst eine Substitution 



1 1 



anzuwenden , um aus (o, f, b) 



wieder eine reducirte positive, und damit aus (0,A;,6) eine neue reducirte in- 
differente Form zu erlangen. Das für den Fall, dass 1 keine Quadratzahl 
ist, oben entwickelte Verfahren zur Ableitung der auf einander folgenden 
Reducirten lässt sich nun aus denselben Gründen auch auf diese Form 
(^k-^-hy A;-f-6, 6) und die demnach auf sie folgenden anwenden, bis man 
hierbei, während die ursprünglichen Punkte |, fi und ly, r^l sich auf ihren 
Bahnen immer in derselben Richtung fortbewegen, zu einer Fonn (a', K, b') 
gelangt, in welcher {/ = ist. Eine solche Form mflsste jedenfalls unmit- 
telbar vorausgegangen sein, ehe eine Form (a", K\ b") kommen könnte, in 
welcher a" oder V gleich Null wäre, weil ja, je nachdem die letztere Form 



aus der ersteren durch die Substitution 



1 
1 1 



oder die 



1 1 
1 



hervorgeht, a" 



oder b" gleich cf ist. Eine solche Form (a',k!,b') muss auch wirklich kom- 
men, denn erstens kann es von den übrigen Reducirten, in welchen allen 
ja die äusseren Coefficienten entgegengesetzte Vorzeichen haben müssen, nur 
eine endliche Anzahl geben, femer kann von diesen keine mehr als einmal 
vorkommen, weil ja hieraus allein wie oben folgen würde, dass dieselben 
gleiche Perioden ni<*.ht nur nach vorwärts, sondern auch nach rückwäits 
bildeten, endlich ist aus denselben Gründen wie oben keine dieser übrigen 
Reducirten von der Art, dass ihre entsprechende positive Form reducirt 
bleiben könnte, wenn einer ihrer veränderlichen Coefficienten unendlich 
wird. Diese letztere Eigenschaft hat nun aber die Form (ja\ kf, Ä*), in welcher 
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Subtitution 



, durch welche die nicht wesentlich von {a\ Ky b*) verschie- 



a! -\'2kf + b'=:0 ist In letzterer Form ist 0<a'< — 2ä'. Es ist also 
(S-'j Vi O ^^^ ^^^ ^^^ Form (0, k^ b) Betrachteten analog reducirt, während 
das bewegliche Eck ^^ ^i des durch (c', ^', o!) bestimmten Dreiecks von der 
durch f = 0, also — V = ^' bestimmten Lage an in der bis dahin verfolg- 
ten Richtung auf seinem Hyperbelast weiter rOckt bis ins Unendliche. Gleich- 
zeitig werden auch die ursprünglichen Veränderlichen l)^'^^/)?^, letztere 
beide mit gleichen Vorzeichen, unendlich. An Stelle der unendlich oft 
wiederholten Periode reducirter Formen tritt also im Falle y dass i? — ab 
eine Quadratzahl ist, eine Reihe nur einmal vorkommender reducirter Formen^ 
in deren erster (a, k, b) der Coef&cient a = ist, in deren letzter (a', kf, b') 
aber c' = ist. Da gleichzeitig mit (a', f , b*) auch (c', ^', a') reducirt ist, hat 
auch die indifferente Form (0, h', a') den Charakter einer Reducirten. Die 

aß 

y 6 

dene Form (0, ä', a') aus (0, k, b) hervorgeht, entsteht durch die Zusammen- 
setzung der nur positive Coefficienten enthaltenden Substitution, durch welche 

(a', kfj b*) aus (0, A, b) hervorgeht, mit der Substitution . Hieraus 

folgt — o>/?>0; — y>(y>0. Aus (0,Ä:,6)(r/,y) = folgt femer, 
wenn m den grössten gemeinsamen Divisor von 2 k und b bezeichnet, 

aa= — ; y= , und in Betracht des eben Bemerkten sind S und J durch 

m^ ^ m ^ ' 

b 2k 

die Gleichung — J^ — /?=1 vollständig bestimmt, Drückt man nun Ä' 

und a' durch *, 6, a, /:?, y, cT aus. so erhält man Ä'== — k und a'=:m^. 
Da die Formen (0, k, 2 kn) den Formen (0, A:, 0) und (0, — *, 0) eigentlich 
äquivalent sind, und in den, den letzteren entsprechenden positiven Formen 
der mittlere Coefiicient constant ^eich Null ist, kann man nun allgemein 
aussprechen : In jeder Klasse äquivalenter zur Invariante — F gehOi*ender 
Formen giebt es eine und nui- eine Form (0, A, 6), in welcher 2t> — 6S=^0 
ist, zugleich mit einer Form (0, — ifc, o'), in welcher 2 k>a^ '^ und 

— — =1 (mod. — ) ist. Die der letzteren Form eigentlich äquivalente 

(a', ky Ü) wird von Gauss als Reducirte bezeichnet. (Disq. arithm. 206). Da 
ihr die Form (c,A:,0), in welcheir ich b'\'2k mit c bezeichne, uneigentlich 
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mmd Urmanm quadrcAAmi Fcrwm^ 



ftquivalent ist, so ist der tod Gauss (vt. 210) fftr zwei oneigeniiich äquivalente 
Reducirte (e, k, 0) nnd €t. k, 0) bewiesene Satz eal = fit? (mod. 2 mk) unmit- 
telbar in der soeben ang^ebenen Gongmenz enthalten. Nach derselben Be- 
trachtungj die auch bei den positiven Formen angestellt wurde, erkennt man, 
dass die Formen (0, k, 6) und die ihnen &qinyalenten keine Substitutionen 



Determinante 1 xulasaen 



10 
Ol 



und 



— 1 
0-- \\ 

Irt 7=0, so li^en die drei Eckpunkte 17, iji, — ^, — fj, 0, des 
einer Form (o, it 6) entsprechenden Dreieckes immer in gerader Linie. Das 
Dreieck wird also immer stiunpfwinkbg sein, wenn nicht zwei der drei 
Punkte zusammen&llen, was nur m^iich ist, wenn as=r0, oder icsQ, oder 
c e ist Es kOmien also, wenn man sich auf primitive Formen beschr&nkt, 
d» h. auf si>lche Formen« deren Coeffidenten keinen gemeinsamen Divisor 
hal^i^ nur die Fonnen (0, O^it 1), (± 1, 0, 0), (±1, + 1,± 1) reducirte sein, 
welche BU einander in der Beziehung stehen, wie (o, £,6), (c, A, a), (6, y, c). 
Man erhilt also nur zwei primitive Klassen, welche durdi die Formen sf 
und — «* reprisentirt werden können. 

III» Temftre pusitive Formen» 

a) Olsiokartige Coeffioieatan« Neue Reductionsbedingangen. 

Für eine Wiebige temfcre quadratische Form a«^-f-6y*+cj8^ + 2gyjr 
-f * ä b 4 X 4- 9 f xy sollen neben neu einzuführenden auch die Qblichen Be- 

atiiohimiigen (J^^^'J) ('»y»') ^^^ ( Jl,[f ) ^^ M^Vj») oder f gebraucht 
wi^nlon. IVu Coofficienten a, b, c fttge ich bisweilen noch einen vierten b 
btiii doli (^ooftUnonton 9, b« ' noch drei, I, ni, n. Die zehn Coe£ficienten sollen 
diMi vior (llmohungen a-ft + b+t = 0, b + m + f-|- g= 0, c + n + g 
I b — 0, b }. l -f «1 + n = genügen, sodass b te= f (], 1, l) ist Die Be- 
»ioliuiiKon xwiHchon diesen zehn CoeflSicienten werden veranschaulicht, wenn 

a f b 
iimn fiit^i t«tiU|)roch(Mui der Anordnung I b g der gewöhnlichen Coefficien- 

b 8 c 
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ten, in das System 



zusammenstellt, oder dadurch, dass man anstatt 



af ^ l 

c n 
b 

fl, ^, f, r, m, n die Bezeichnungen [bc], [ca], [ab], [ob], [bb], [cb] gebraucht, 
wobei die Reihenfolge zweier in einer l^iammer stehender Buchstaben gleich- 
gflltig, also z. B. [b c] = [c b] ist Die 24 Formen , welche aus einer unter 
ihnen, der Form f, durch die Permutationen der Coefficienten a, b, c, b ver- 
bunden mit den zugehörigen der Coefficienten g, ^, f , I, nt, n hervorgehen, 
sind einander äquivalent, sie gehen in einander Ober durch die Verbindun- 



gen je einer der zwei Substitutionen 



1 
10 
1 



und 



der drei 



— 1 1 

1 
1 — 1 



100 
10 
1 




00 1 

1 
10, 

— 1 1 
—1 1 
Ol 



1 
1 
10 



und je einer der vier 



0—1 
— 10 

0—1 

1 

1 

00 1 



mit je einer 



1 
1—1 
1 0-1 



Die Beziehungen zwischen diesen 24 Formen 



treten noch klarer hervor, wenn man die Formen durch g, b^ f, T, m, n allein aus- 
drückt. Unter Einführung einer vierten Variable t nämlich, welche zunächst 
gleich Null sein soll, wird 

(5.) f = — 8(y_^)»_^(z-x)»-|(»— yy_I(a:-0*-m(y— 0' 
— n (z—tf. 

Da man den Werth Null der Zahl i, ohne den Werth der Form zu ändern, 
um eine beliebige Zahl vergrössem oder verkleinem kann, wenn man die- 
selbe Aenderung auch mit x, y und z vornimmt, so sind die sechs Cosffi- 
eienten unter einander gleichartig. Die Vertauschungen, welche unter ihnen 
YOi^ehen bei den 24 Vertauschungen der Coefßcienten o, b, c, b und der 
zugehörigen Variablen x, y, z, t, und welche lediglich die Reihenfolge der 
sechs GUeder in (5.) verändern, sind dadurch zu kennzeichnen, dass je zwei 
Goefficienten, welche bei der ersten obigen Schreibweise nicht mit ein und 
derselben der Zahlen o, b, c, b eine Horizontal- oder Verticalreihe gemein 
haben, oder bei der zweiten keines der Elemente o, b, c, b gemeinsam haben, 
zu einem Paare vereinigt sind, welches bei keiner Vertauschung unter 



, •" •" 



c «Mi 

1 m n! 
J2£a. . 'OTT . t^ etsesac bk? •sdurader vertauscht 

können auch 

., jedoch nur 



zs ~r — ■ ui.L -^r^memmz, i -rnpra «tUffgL rur, was, wenn 

werden, den Vep- 



» ' ?" 



Ic^bffsmuse ?. z. k c, I) fOr diese 
ie^ ^iCMr;«sL jbk. bettichnet (^ — x), 
'^ \f iz&i 3iiBpr*«:h€iid, wobei wieder 



,uu: r ^«B ZSbss jFwmctlng: «^ z mit ^34), b mit (41), 

-1^ — Hier, wv daeaelbe ist, b-f-^^^*^ 

^ — ^. -mx •- . sodass Ton diesen sechs 

s: jaflö. #ie z. B. (12), (13), (14) 



CS - :£2!er ■» a "tr ai.idren die Indiees 1, 2, 3, 4 

csiih aaa ii»r ^iefauDg 

— *-t «••»= — C*0»tWt +(24) U1U3 
sÄ-Ä t,_—i,—«,-r«*=0 völlige Symme- 

-. .^ i -.. - j^^ -^ äes«i Coeffidenten die ersten 

a f ^ 

f b g sind, 

,54_*il — >r «od sechs wie die 

?. X T,r = -\xJ+y7H-^Z) = 

I^BrrTxvn too f (x, y, z) nach 

m ^mr CMfidenten ^,%^% 

^ ^ ^ _ ^ ^5-1« /- £ = ? (1» 1» 1) genügen, 
^ jinuiL ^ "^ dngeftkhrten Indiees 

die Substitution 
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aus % hervorgeht, und deren Coefficienten Sli, 83i, ®i, S>i die 



1 —1 
1 —1 
1 

Invarianten der vier oben genannten die Indices 1, 2. 3, 4 tragenden binären 
Formen sind, ist nicht nur symmetrisch in Bezug auf diese Indices, sondern 
bei Erhaltung einer cy kuschen Reihenfolge, bei welcher a von c, b von b ge- 
trennt bleibt, auch in Bezug auf a, b, c, b. Setzt man abkürzend: 

|>. = gii-+.nnn-tttg, ?>c = IfH-fmH-ml, 

so wird diese Form »i= 91, — ?>. — bm, — fn + bm, — % — ^^ 

95— 2Ä-|-8( , _^,_^n^ — flU-^m 

6_2®-|-Ö , — ^,— ]^m 

6 

Damit f eine positive Form sei, durch welche also, die Variablen wie 
die Coefficienten als reell vorausgesetzt, nur positive Zahlen dargestellt wer- 
den können, ist^ da ich vorläufig den Fall 7=0 ausschliesse, nothwendig, dass 
a, b, c, b, 2(, 55, 6, 2) und 1 positiv sind, hinreichend aber, wie die Gleichung 
af = (aa? -)- ty -H ^^r)* -+• (§.y^ — 2®yz-\- S^r^ ergiebt, schon, dass a und die 
binäre Form (6, — ®, 95), also, dass ausser 1 noch a und 95, oder irgend zwei 
in gleichen Beziehungen zu einander stehende Coefficienten positiv sind. 

Anstatt der Seeber\scher\ Bedingungen f&r eine reducirte positive Form, 
dass nämlich a.<:b <S c; (2g) ^ b; (2b)<; a; (2f):^a, und entweder g, b und 
f negativ und a -f- b -f- 2 g H- 2 ^ H- 2 1 ^, 0, oder keine der Zahlen g, 1^, f 
negativ sei, führe ich f&r meine Zwecke andere Beducttonsbedtngungen ein, 
welche nur bei Stattfinden des ersteren Falles im Wesentlichen mit den 
£te^6mschen Qbereinstimmen, und immer darin bestehen, dass van den Zahr 
len g, b) t, r, m, n keine positiv sein soll. Während die /Steierischen Bedin- 
gungen bewirken, dass wenn f eine zu f äquivalente Form ist, in welcher 
ebenfalls a! ^V ^ c' ist, nicht a' <Z a^ oder b' < b, oder c' < c sein 
kann, bewirken die nun zu rechtfertigenden meinigeu, welche die Sym- 
metrie zwischen a, b, c und b nicht verletzen, dass an die Stelle von 
a -f- b -4- c + b oder also von — g — f) — f — 1 — m — n in keiner äqui- 
valenten Form eine grössere Summe tritt. Eine auf die Form f anzu- 
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quadroJtudkin 



wendende Substitution 



a ß Y 
«1 ßi 7% 

«f ß% 7% 



bezeichne ich, um b, i\ m^ tt' ebenso un- 



mittelbar wie a', b', c', g', \i\ f angeben zu können, mit 



, worin o^a,/:^«,;^«, ^a sämmtlich gleich Null sind. In letzterem 



a ß y d 

«1 ßx /i *i > worin 
«f ß% y% *« 
^9 <7i, dt dadurch bestimmt sein sollen, dass die Summe der je vier in einer 

Hoiizontalreihe stehenden Coefßcienten gleich Null ist, oder auch mit 

OL ß y 8 

«1 ßi 7\ *i 
«1 ßt 7% ^1 
«a ß% 7% *a 

System kann man jedoch auch, um Symmetrie in Bezug auf a, b, c, b her- 
zustellen, die je vier in einer Verticabreihe stehenden Coe£Gicienten sftnmit- 
lieh um ein und dieselbe GrOsse vergrOssern oder verkleinern, ohne dass 
dadurch eine Aenderung des Resultats der Substitution herbeigeführt wird, 
wenn man nftmlich: 

a' = aa'H-bai 
2maia3 
da' 



ccrl 



ba|H-2gofia, 
2naaaa etc., 



21^ «j« -f- 2f aai -h 2 (aat 



d^ 



dd 



rfa' 



«'=ij^-/?+ij^-/?.H-i^--/?.H-ii^^^^^ 



dd 
setzt. Denn wenn z. B. a, ai, cxs, a^ um 1 zunehmen, so nimmt \ —^ — 

nur um a-f-t-t-i^-l-Ij also um Null zu, ebenso die ähnlichen Derivirten; femer ist 

' ' — n ^x^ jjj^ Anwendung der Substitution 



(2a, 



etc. 



dct '^ dOj ^^ dct^ 

— 1 00 1 a + 2^ + c,I + fl9tt + fli 1 — 

— 1 10 *^ ^ erzeugt nun die Form ' ^ b 4- S 
000 . a4-2f + b 

An die Stelle von — g — b — t — I — m — n tritt also in dieser eine um g 
kleinere Zahl, so dass diese Summe durch eine geeignete Substitution immer 
verkleinert werden kann, so oft g, oder, wie aus der Sjnnmetrie zu schlieft- 
Ben, einer der Coef&cienten 1^, f , 1, m, n positiv ist. Ist I positiv, so geht 
z. B. die entsprechende Substitution aus der angegebenen durch die Ver- 
tauschung von b und c mit a und b hervor. Die obige Substitution 
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— 1 1 
0—101 

— 1 10 




wird dadurch 



oder, indem ich die Glieder je 



einer Verticalreihe um dieselbe Grösse verändere, 



0—101 

— 1 1 


— 1 10 

1—1—1 1 

0—11 

1 0—10 



, • oder, in- 





dem ich die unter a', b', c', b' wieder vorkommenden a und b wieder an ihre 

— 111—1 
1-1 
10—1 




ursprünglichen Stellen schaffe, 



, welche f in 



! + I, I> + I, -I 

a + 2^ + c, 8-1, tt + I 

a4-2f + b,in + I 

b 



verwandelt. Es ist nun auch leicht zu beweisen, 



dass, wenn g, 1^, f, I, nt, n negativ sind, ausser der identischen Substitution 



10 0—1 
10—1 
00 1—1 




oder 



10 
10 
10 
ü 1 



und den blosse Vertauschungen unter a, 6, c . und 



b hervorbringenden, also aus der angegebenen durch Vertauschungen 
der Verticalreihen entstehenden Substitutionen alle Qbrigen eine VergrOs- 
serung der Summe a + b + c + b bevrirken. Setzt man nftmlich nach (5.) 

a' = — g(ai—«,)*—^(«s— a)*—f(«—aO*—t(« — «»)' — "» («1 — «3)* 
— n («j— a,)» 

und die analogen Ausdrücke für b\ c', b', so erkennt man, dass bei der 
identischen Substitution und den erwähnten 23 anderen in die Summe 
0' H- b' ■+• c' + b' jede der nicht negativen Zahlen — g , — \), — f, — I, — m, — n 
zweimal eintritt je multiplicirt mit der Quadratzahl 1. Sollte also jene 
Summe bei irgend einer äquivalenten Form kleiner werden, so müsste in 
ihr wenigstens eine dieser sechs Zahlen weniger als zweimal vorkom- 
men. Wäre dies die Zahl — g, so müssten von den vier Differenzen 
Ol — «j, ßi — ßt, Yi — y«, Si — dt mehr als zwei gleich Null sein, sie müssten 
also, da ihre Summe gleich Null ist, alle vier gleich Null sein, was erfor- 
dern würde, dass die Substitutionsdeterminante gleich Null wäre. Kleiner 
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kann also jene Samme bei keiner äquivalenten Form sein, gleich gross bei 
anderen als diesen -24 Formen nur in den noch nfther zu besprechenden 
Fällen, in welchen eine oder mehrere der Zahlen g, 1^, f , I, m, n (gleich 
Null sind. 

Wenn f reducirt ist und ^-m nicht grösser ist als g*( oder f^n, so 
ist auch die oben angegebene mit Zugrundlegung der cyklischen Reihenfolge 
b, 0, 6, c, b gebildete Form %i der adjungirten Klasse reducirt, da ®i, S)i, Sti^ 
St, ^X'^i, 9{i, wie aus ihren oben gegebenen Ausdrücken sofort ersichtlich ist, 
dann negativ oder Null sind. Jede Vertauschung unter den Zahlen b, a, b, c, b, 
bei welcher zwei nicht unmittelbar aufeinander folgende getrennt bleiben, 
zwei aufeinander folgende nicht getrennt werden, zieht keine wesentliche 
Aenderung, sondern nur eine Vertauschung unter den Coefficienten 9I„ 9^, (Si, S)i 
nach sich. Das Analoge ergiebt sich für die Falle, in welchen g*( oder f «n 
nicht grösser sind als je die zwei anderen ähnlichen Producte, indem man 
nämlich dann die Reihenfolge b c a b b oder b 6 c a b zu Grunde legt. Von 
den 24 gleichzeitig reducirten Formen ist bei achten die angegebene auf 
die Reihenfolge a 6 c b gestützte Form der adjungirten Klasse reducirt, bei 
achten die auf die Reihenfolge c o 6 b, bei achten die auf die Reihenfolge 
6 c a b gestützte Form. Sucht man geeignete Bedingungen, um aus den 24 
gleichzeitig reducirten Formen je eine als repräsentirende Form hervorzu- 
heben, was bei meinen Zwecken nur stören, aber bei tabellarischen Arbeiten 
wünschenswerth sein würde, so ergiebt das eben Betrachtete schon eine 
Hervorhebung von achten aus den 24 Formen. Durch die Bedingung, dass 

b nicht kleiner als o, b oder c sein soll, werden aus diesen ^eder zwei 

--1 
hervorgehoben , welche durch die Substitution 0—1 in einander 

— 10 

übergehen, und etwa durch die Bedingung a^c oder ^<Ct von einander 

getrennt werden könnten. 

b) Die Transformationen der Formen in sich selbst. 

Geht die Form f durch die Substitution S in die Form f über, and 
stimmen die Ooefficienten o, b, c, g, ^, t mit den gleich geordneten GoeffiGieii» 
ten a\ b\ c\ g', f)\ f numerisch vollständig überein, so sagt man : die Form f 
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geht durch die Substitution S in sich selbst über. Ich betrachte nur solche 
Substitutionen von der Determinante 1. Es ist auch genflgend, solche Sub- 
stitutionen bei reducirten Formen zu betrachten, weil sie sich indirect da- 
durch auch für die übrigen ergeben. Ist nun f reducirt, und, wie ich zu- 
nächst voraussetzen will, 8 eine der 23 Substitutionen, durch welche die 
mehrgenannten 24 immer gleichzeitig reducirten Formen auseinander her- 
vorgehen, ist femer ;r die Anzahl derjenigen dieser 24 Formen, welche mit 
f völlig flbereinstinmiende Coefficienten haben, f selbst eingeschlossen, wobei 
nach bekannten Principien x ein Divisor von 24 sein wird, so sind folgende 
besondere Fälle zu betrachten, welche als Vorbilder fQr je die analogen 
aufeufeussen sind. 

1 . Q SS b und g = 1^, woraus auch ( s= m folgt. Dann bleibt f un- 

0-1 Ol 
geändert bei den Vertauschungen von a und b, es ist also S= —\ Ol 

! 0-11 

und X = 2. Dieser Fall ist zugleich Vorbild f&r die fünf anderen, in welchen 
andere Combinationen von zweien der Grössen o, b, c, b die Rolle spielen, 
wie hier a und b. 

2. a = b, c = b, g = I, b =nt- Dann bleibt f ungeändert bei der 
mit einer Vertauschung von a und b verbundenen Vertauschung von c und 

1—10 
b, es ist S= 10—10 und ;f = 2. 

0—11 

3. a^=^^ c = b, g=3^ss=:I = m. Dann können ohne Aenderung 
von f sowohl a und b, als auch unabhängig davon c und b vertauscht wer- 
den. Die Substitutionen jS ergeben sich aus der unter 1. und einer ana- 
logen. Es wird ;^ = 4. 

4. ^ = b = c; g = ]^ = f; I = masn; dann ist x = 6, analog sind 
die Fälle a = b = b etc. 



5. a = ba=casb;g:^^i5=f=:lss=:ms=n. Dann ist ;f = 24. 

Ist jedoch S eine nicht unter jenen 23 Substitutionen enthaltene, und 
kann doch durch sie f in sich selbst, also in eine ebenfalls reducirte Form 
fibergehen, so können nicht alle Zahlen g, 1^, !, (, m, n von Null verschieden 
sein, sind abo mehr als die 24 Formen reducirt. Es sei l die Anzahl der- 
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jenigen unter ihnen, deren Coefficienten mit denen von f völlig, d. h. auch 
der Reihenfolge nach Qbereinstimmen. Ist nun 

6. g allein gleich Null, sodass noch weitere 24 Formen redudrt sind, 

— 1 1 



deren eine f durch die Substitution 



0—101 
— 1 10 



aus f hervorgeht und an 



Stelle der gleichartigen Coefficienten | ^ | die | ' - [hat,soi8t;t=x^ 

wenn 1^ von n und f von m verschieden ist, dagegen X = 2xy wenn ^=it 
oder {s=m ist, also x Formen der ersten 24 mit x Formen der zweiten 24 
übereinstimmen. Von den Sjnumetrieen zwischen a, b, c, b sind durch die 
Bedingung, dass g allein s=0 sein soll, die zwischen a und b, a und c, b 
und b, b und c ausgeschlossen. Dagegen kann f ungeändert bleiben bei der Ver^ 
tauHchung von b und c oder der von a und b, oder beiden Vertauschungen 
in noth wendiger oder willkürlicher Verbindung, wenn nämlich bezüglich 
b CBS f, m es n, oder ^ = n, f =s= m, oder 1^ = m, f = n, oder b = f = m = ti 
ist. Kh kann demnach x ausser dem Werthe 1 auch die Werthe 2 und 4 
annohmon. Ist 

7. gs=ls=0, so dass 3*24 Formen reducirt sind, von welchen 

0—11 
i\ri% zu denen f selbst gehört, durch die Substitution 



1—10 
1—1 



cyklisch 



in oini 



und • 



inandor übergehen, wodurch die Coefficienten | * [sichin^ ' > 

(ü, m, n j 10, 9, 11 j 

' ** r verwandeln, so ist X = 1, 2, 4, 6 oder 24, je nachdem unter 
0, f, n ) 

d«n Zalilen ^, t nti n keine gleichen, oder ein Paar gleicher, oder zwei Paare 
gloichcr, oder drei gleiche vorkommen, oder alle vier Lander gleich 

nind. Int 

K. ](| OB r san , HO siud 6 • 24 Formen reducirt Von diesen ffhsa 

1 00—1 
nDchs, zu denen f Nelbst gehört, durch die Substitution 



& 



1—1 
0—11 

ich mit ä bMMHchne, oyklboh aus einander hervor. Die ^eichartigen Coeffi- 

1 0—1 
cmUiii [^ ' bleiben bei Anwendung der SubstitutioD S* 



I» m, ti 



0—1 
0—1 



1 
1 
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unge&ndert, verwandeln sich durch S und S""* in j * >, durch ^ und 

' ' >• Es ist also >. = 2, wenn keine weitere Bedingung erfüllt 

ist, A = 4, wenn nur m = ti, oder nur fl = m, oder nur u = g ist, A = 12, 
wenn g==5tn = n ist. Endlich sind 

9. noch die Fälle zu beachten, in welchen drei der Zahlen g,^,!,(,in,n 
gleich Null sind. Es sei g as= ^ = { = 0. Dann sind 4 -mal 4 -mal 24 Formen 
reducirt. Zu den ersten 4 • 24 gehören die Form f und die durch die 



Substitutionen 



1 0—1 




10 1 


? 


0—1 1 





— 1 


1 


0—10 


1 


Ol 


— 1 



aus ihr 



— 10 1 
Ol 0—1 
0-1 1 

hervorgehenden, deren Coe£Gicienten tiumerisch vollständig fibereinstimmen. 
Zu den zweiten 4 • 24 gehören die vier aus der Form f und den drei an- 

10 0-1 
deren eben angefahrten durch die Substitution 




1 



hervorgehen- 



-110 
1 

den Formen, welche ebenfalls numerisch voUständig mit einander fiberein- 

stimmen. Dasselbe gilt von den dritten und vierten 4-24, wenn man in 

der letzteren Substitution die Horizontal reihen cyklisch vertauscht. Für alle 

diese 4*4 »24 Formen ist ;i=s4, 8 oder 24, je nachdem a, b, c sämmtlich 

verschieden oder zwei derselben oder alle drei einander gleich sind. Da 



in den letzteren 3*4*24 Formen von den an Stelle von 



U m, n j 



tretenden 



Goefficienten zwei in einer Verticalreihe stehende und ein anderer gleich 
Null werden, während die drei fibrigen die willkörlichen Werthe I, m, n 
annehmen, so sind auch diese Fälle und somit alle überhaupt bei positiven 
Formen möglichen solchen Ausnahmefälle erledigt. 

Die in Vorstehendem gegen die Darstellung von Eisenstein gewon- 
nene Vereinfachung ist der grösseren Naturgemässheit meiner Reductions- 
bedingungen zu danken. 

c) Geometrische Beziehungen. 

Bezeichnet man eine geradlinige Strecke im Räume, deren Projectionen 
auf drei rechtwinklige Axen g, |i, ^, sind, ihrer Grösse und Lage nach sym- 
boGach mit (a), analog Strecken, deren Projectionen auf dieselben Axen 
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^1 ^/i) Vi ^"^ ^9 ^n ^s sind, mit (b) und (c), so stellt der Inbegriff der End- 
punkte der von ein und demselben Anfangspunkte ausgehenden ftymboliadi 
mit x(q) -h y (h) + ^(c) zu bezeichnenden Strecken, worin x^y^z alle ganzen 
Zahlen bedeuten, ein System parallelepipedisch geordneter Punkte dar. Versteht 
man unter dem Product zweier solcher Strecken das Product ihrer absoluten LSn- 
gen mal dem Cosinus ihres Richtungsunterschiedes, eine Symbolik, welche schon 
im 6^ati#mchen Nachlass (Werke Bd. Ü. S. 305) gebraucht wird, und sich auch 
durch die HamtltanBchen Quatemionen ausdrflcken lAsst, so wird das Quadrat der 

ir 

Strecke ^(ct)+y(6)+^(c), also das Quadrat ihrer Lftnge gleicht ' « )0^y9^)i 

wenn man die Quadrate der Strecken (a), (6), (c) mit a, b, c, die Producte 
je zweier dieser Strecken mit g, ^, f bezeichnet« Die föchtigkeit dieser Be- 
hauptung folgt aus den Gleichungen 



*»??-*- »?i&H-»?«5i = fl> CH-Cili-+-&^t = M»?-+-5i»?iH-lt»jt««ti 



welche auch ohne Symbolik dasselbe Resultat ei^eben. Da, wie ebenso zu 
beweisen ist, wenn ( ' iKa^aifOt) nut a' bezeichnet wi 

(«(a)+«,(b)H-«.(c))09(a)+/?,(b)H./9,(c)) = ^4-^l^-^ 

a ß r 

iMU so erkennt man, dass, wenn die Form f durch die Substitution et^ß^y^ 

«f ß% r% 
deren Determinante wie immer =s 1 angenommen wird, in f fibei^ht, 

die Goefficienten von f dieselben Beziehungen zu dem Punktsysteme 

haben, wie die von f, wenn man sich die Punkte desselben nur 

durch andere Linien verbunden denkt. Aus der Gleichung / ss 



a f (» 



? >? e 

fi '*! Ci 



•rf '^% tj 



9 



folgt, dass die sechs&chen Volumina der drei durch die 



t h 
* c 
aufeinander folgenden Kanten (a) (b) (c), (6) (c) (a) und (c) (a) (6) beatimmteii 

Tetraeder «■ + ^/, der drei durch die auf einander folgenden Kanten 

(«) (0 (b)t (0 (^) («) und (b) (a) (c) bestimmten Tetraeder = X Vlsmd. Ich 

I 9 f 

VI. 



setze immer 



5i 9i Ci 
{f ^1 Ct 
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Die ersten Unterdeterminanten dieser Detenninaote bezeichne ich mit 
Sj Zu St, H, Hu Ht, Z, Zu Z^, sodass |. S. H- ri. H. -^l^.Z.mm VI, 
S H Z 

Bi Hl Z^ sssl ist. Bezeichnet man symboUsch mit (91) ein seinem FlAchen- 
S, H, Z, 

Inhalt nnd der Lage der Ebene nach bestimmtes Ebenenstück, dessen auf 
die drei Axen senkrechte Projectionen Z, Zi, Z% sind, and das Analoge mit 
(S), (@), versteht man femer unter dem Product zweier solcher Ebenen- 
stQcke das Product ihrer Flacheninhalte mal dem Cosinus ihres Bichtungs- 
onterschiedes, so wird 

wie die Gleichungen 

/ rt ^. rj ^_ rt = a, ^ _t_ jy» -h Ä| = «, Z« 4- Z! 

(8.) { irzH-J3;ZiH-£r,z,=@,zr-hZxZtH-z,5;s»^, 

««^ 
^9(l\ 



^5-«, 



ergeben, welche auch zeigen, dam 



7» ist 



Mit der Substitution 



a ß y 

«1 ßt ri 
«» ß» r» 



wird 



oder anaammengefaast 

(a')-=o(a)-|-o,(6)-f-«,(c), (b')-./?(a)-|-/J» (b)-H/?,(c), 

(0==y(«)H-yi(B)-Hyt(c). 

SetKt man die AusdrQcke f&r |'„ 17'«, ^, in die GHeidiong $tZ't-^rl,B't 
■+-^,Z','=VI ein, so ei^ebt die Betrachtung der mit |,, 17,, ^ mnltqJunrten 
Anadrfit^e die Gleichungen 

oder uwammengefiMst 
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Der Richtungsanterschied zweier Ebenen hängt ab von den ünüaufii- 
richtungen, welche man in den Ebenen als positiv annimmt. Nimmt mui 
dieselben so an, dass die gemeinsame Linie zweier Ebenen, als Grenzlinie 
geschlossener je nur auf einer Seite derselben gelegener Stücke beider 
Ebenen betrachtet, in den zweien in entgegengesetzten Richtungen durch- 
laufen wird, so ist der fragliche Winkel der zwischen zwei im Inneren der 
geschlossenen Stocke liegenden auf der gemeinsamen Linie senkrechten Gre- 
raden, von welchen die eine in dieser Linie endigt, die andere in ihr 
beginnt. Für alle Ebenen eines geschlossenen Polyeders lassen sich die 
Umlaufsrichtungen so annehmen, dass zwischen je zwei eine gemeinsame 
Kante besitzenden die angegebene Bedingung erfüllt ist. Nur bei dieser 
Annahme ist die Summe der Projectionen aller dieser Ebenenstücke, auf 
eine beliebige Ebene gleich Null. So hat das obige .<$^ das Vorzeichen des 
Cosinus des Winkels, welchen die durch ( — (fl)5-h(b)) vollständig bezeich- 
nete Dreiecksflftche mit der ( — (b), -+- (c)) bildet, wenn man, wie sonst üblich, 
die Linien -+- (a), -+- (b) und -4- (c) von demselben Punkte ausgehen Iftsst. 
Wenn f nach meiner Definition reducirt ist mit der Reihenfolge b, a, b, c, b, 
wenn also die Richtungsunterschiede je zweier anliegender sowohl als Gegen- 
seiten des unebenen Vierseits (a) (b) (c) (b) stumpfe oder rechte Winkel 
sind, und 1^-m nicht grösser als g-t oder f*n ist, so sind auch die 
Richtungsunterschiede je zweier der Tetraederflächen, in welchen die Seiten 
(b) und (a), (a) und (b), (b) und (c), (c) und (b) liegen, stumpfe oder 
rechte Winkel, weil die Coefficienten ®i, ^i, Äj, ^i, üRi, 9ii der oben be- 
trachteten Form %i negativ oder Null sind. Die Umlaufsrichtungen sind 
dabei nicht Hurch (-+• (a) , -+- (b)) , (-+• (b), -+- (c)) etc., sondern nach der 
obigen Regel bestimmt. Wird z. B. hier, wo immer der Anfangspunkt einer 
Seite mit dem Endpunkt einer anderen zusammenfällt, die Fläche (@) be- 
stimmt als (-+- (a), -4- (b)) , so ist für (31) zu nehmen ( — (b), -f- (b) -4- (c)) 
oder, was dasselbe Resultat giebt, ( — (b), -f- (c)). Die auf (b) senkrechte 

Projection von (a) hat aber als Projectionen auf die drei Axen 4 — 'S" ^» 

fi — -g- ^1» ^2 r-^2, die auf (b) senkrechte Projection von (c) die ^ — T '^ 

^1 — Y?yi,C2 — B ^^** "^^^ Cosinus des Richtungsunterschiedes beider mal 
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dem Prodact ihrer absoluten Längen ist daher 1^ — ^, derselbe Cosinus 

mal dem Product der absoluten Werthe der zwei Fi&cheninhalte — ^. 

Dieselbe Eigenschaft wie das "^erseit (a) (b) (c) (b) hat auch das 
ihm gleiche und ähnliche aber nicht congruente (c) (6) (a) (b). Die Formen, 
welche zweien in dieser Art verwandten Vierseiten entsprechen, gehen durch 

1 
eine Substitution 10 von der Determinante — 1 in einander aber, welche 

10 

jedoch durch VorzeichenSnderung aller Coefficienten, also Umkdirung der 
Richtungen der Strecken , in eine solche von der Determinante H- 1 ver- 
wandelt werden kann, sodass in den Formen dieser f&r die Vierseite selbst 
wesentliche unterschied verschwindet. Die den Vierseiten (6) (c) (a) (b) und 
(0 (a) (*) (b) und den ihnen gleichen und ähnlichen aber nicht congruenten 
(a) (c) (b) (b) und (b) (a) (c) (b) entsprechenden Formen sind nicht auch 
in BOcksicht auf die Reihenfolge der Coefficienten reducirt. Mittels dreier 
Ebenen, welche durch die Hauptdiagonale (b) und die nicht auf (b) liegen- 
den Ecken eines durch die Kanten (a), (b), (c) bestimmten Parallelepipeds 
gelegt werden, wird letzteres in die sechs eben besprochenen durch die 
Permutationen unter (a), (b) und (c) aus einander entstehenden Tetraeder 
getheilt, von welchen also nur zwei gegenüber liegende nach dem gewöhn- 
lichen Sprachgebrauche spitzkanlig sein können. Von den sechserlei Drei- 
ecken jedoch, welche auf den Tetraederflächen liegen, kann im Falle der 
Reduction keines stumpfwinkelig sein, weil dann von den Zahlen g, ^, f, f, m, n 
keine positiv ist, also a und b nicht kleiner als — f sind etc. 

Fflr die geometrische Bedeutung der Gleichungen (5.) und (6.) will 
ifih noch anfahren , dass man die durch ^ (a) + y (b) + ^er (c) bestimmte 
Staredce auch als die Strecke x(a) + y (b) + ^(c) + ' (b) ansehen kann, wenn 
man entweder ^ = setzt, oder x, y, z und t um ein und dieselbe Zahl ver- 
grössert oder verkleinert Denkt man sich die Punkte des Systems in 
Ebenen geordnet, welche der dem oben benützten Index 8 entsprechenden 
Tetraederfläche ((b), (a)) parallel sind, so bezeichnet das oben benützte ti, 
die Anzahl der durch diese Ebenen getrennten Schichten, welche von der 
Strecke ^(a) +y(b) H- ^ (c) + '(b) durchschnitten werden, als positiv nach 
der Seite zu gerechnet, auf welcher von der Tetraederfliche ((b), (a)) aus 

Joamsl ÜBT Mathematik Bd. LXXYH. Heft 9 u. 3. fS 
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das Tetraeder selbst liegt. Da 'das Analoge für u« gilt und (12) die Eni* 
femung der einzelnen Punkte auf der Schnittlinie der Ebenen 1 und 2 b^ 
zeichneti so erkennt man die Bedeutung des Gliedes (12)utU4 und ebenso 
der übrigen Glieder der Gleichung (6.). Dieser geometridohe Sats steht im 
OatMsiBchen Nachlass, Werke Bd. IL S. 307. 

Eine wichtige Rolle spielen im Folgenden die besonderen im vorigen 
Abschnitt unter 7. und 8. betrachteten FftUe. Im letztenen steht (a) auf 
($1) senkrecht, im ersteren steht jede Seite des Vierseits auf ihrer Gegen- 
seite senkrecht, hat also das Tetraeder die besondere von Lagrange und 
neuerlich von Hm. Borchardt (Abh. d. Berliner Akad. 1865 u. 1866), Berliner 
Monatsber. Juni 1872) und Hm. Kronecker (Berliner Monatsber. Juni 1872) b^ 
handelte Eigenschaft, das grOsste bei gegebenen Inhalten der Seitenflächen mög- 
liche Volumen zu haben. Analog besagt die Bedingung ^is=9R|S9 0, dass jede 
Flache des Tetraeders auf ihrer Gegenflache senkrecht steht, oder nach dem 
gewöhnlichen Sprachgebrauche, dass äie Eantenwinkel an zwei Gregenkanten 
rechte sind, und bewirkt analog, dass das Tetraeder das grOsste bei gege» 
benen Langen der vier übrigen Kanten mögliche Volumen hat. Will man 
die gewöhnliche Grestalt der Formen nicht verlassen, und doch die Sym- 
metrie aswisohen o, 6, c, b nicht verletzen, so kann man auf f die Substitution 
|0 1 1 

von der Determinante 2 anwenden, welche nach Obigem identisch 



1 1 

110 

|0 



ist mit der 






0| 


1 


— 1 


1 


—1 





— 1 —1 



Die VertauBcbung Fon a und b bewirkt also nichts 



anderes, als die Anwendung der Substitution 



auf die entstehende 



— 10 
00 1 
10 

Form. Diese Umwandlung ist anal(^ der von ^m^BcreKterdt (Beri. Abh. 186ft 

— 111 
S. 7) benoteten, welche auf der Anwendung der Substitution 



1 —1 1 

1 1—1 



auf 



die Form fi, also der adjungirten Substitution 



02 8 
2 2 
2 20 



auf die adjun^i^t» 
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Form 9i beruht, und dieselbe Symmetrie herstellt in Bezug auf die oben 
benutzten Ziffern 1, 2, 3, 4. Bei der ersteren Umwandlung sind die Kanten 
(a), (b% (c) eines Parallelepipeds durch die Diagonalen (6) -+- (c), (c) H- (a), 
(a) + (B) der Seitenflftchen , bei der letzteren die Kanten (Oi), (b|), (Ci) eines 
Parallelepipeds, von dessen Hauptdiagonalen eine (b|) ist, diurch die drei an- 
deren Hauptdiagonalen desselben ersetzt. 

W¥. TemBre indifferente Femen. 

a) Beziehungen zu den entsprechenden positiven Formen. 

Reducirte Formen. 

Wie in der Theorie der positiven Formen f die der negativen — f, 
so ist auch in der Theorie der einen Art der indifferenten Formen /, welche 
ich allein behri,ndeln will, die der anderen — / enthalten. Die Invariante 
der Formen / soll n&mlich nicht negativ, und vorläufig auch nicht Null sein. 

Diese Formen / oder ( / ) lassen sich dann durch eine lineare homogene 

Substitution von reellen, aber sonst beliebigen Coefficienten in die Form 
a?-^y^ — 2^ verwandeln. Um die Transformation und Reduction dieser 
Formen auf die positiver Formen zurück zu fahren, steile ich das System 
der Gleichungen 

(9) H'~^'-^'=«' r,'-r,l-r,l^b, ^-^-^=0, 

auf, in welchen ^, ??, C, Si, i?i, Ci, f«, i?„ Si stetig veränderlich sein und alle 
möglichen reellen Werthe annehmen sollen. Bestimmt man durch diese 

mittels der Gleichungen (7.) sechs veränderliche Grössen a, b, c, g, ^, t und 

if 

betrachtet eine Form ( V,' «I oder f, welche diese Grössen als Coefficienten 

hat, so wird diese Form f oder (^a?-hi?y-f- C^)*-J-(fi«-l-i?iy -f- ?l^)*^- 
(l3«•^-1?^y^- ^2^)* fiir allö zulässigen Werthe ihrer veränderlichen Coeffi- 
cienten eine positive, ich nenne sie die der Form f entsprecfiende positive 
Form. Die Gleichungen (9.) ziehen nach sich die Gleichungen 



%• 
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(10.) 



SHSi Hl— St Ät—K, 

in welchen A, B, G, Gr, H, K die Coefficienten der zu / a^jongirten Form F 
bezeichnen. Denn die Glrichongen (9.), (10.) gehen «us denen (7.)^ (8.)^ 
welche ich aacb znsammenge&sst durch 



(7a.) 



(8a.) 



0, !, ^ 



Ui St 



- -i -» 



f ly ? 

Ii »7i & 

I« *h & 
S H Z 
Ä «i Z, 

5; flf Zt 



Z A A 

ausdrQcke, hervor, indem man den Grössen ^„ rixt ^i» ^j, r/i, ^, Zi, /it« -^t 
Ztf JV}, Z^ je in beiden auf den rechten Seiten dieser Gleichungen stehen- 
den Systemen den Factor V — 1 , oder je in einem derselben den — 1 bei- 
ftkgt, und CS ergiebt sich die Richtigkeit der Gleichungen (10.) daraus, dass 
bei dieser Umwandlung, abgesehen von der hier gleichgQltigen Vorzeidien- 
finderung von 2", IT, Z die zwei Systeme auf der rechten Seite der Gleichung 
(8a.) die adjungirten der entsprechenden von (7a.) bleiben, also auch das 

links in (8a.) entstehende System das adjungirte zu dem links in (7a.) ent> 

\akh\ 
stehenden {^ ^yj bleibt. Zugleich erkennt man, dass <Ue Invariante der 

i* 9 «1 
Formen / und f dieselbe ist, ich bezeidme sie mit /. FOgt man in einer 

der ans (8a.) entstehenden Belaäonen beiderseits in der eben gebnuidkten 



Bedeutung noch das System 






bei^ so ertifllt man 



A K H 
K B G 
HG C 



SSx St 



A — Ai —-ÄS 

H —Hl —Ht 
Z -Zi -Zt 



S H Z 
Sx Hr Zt 
St Ht Zt 



ssi it 

VViV» 



H -Ht -Tf, 
Z -Zx -Zt 



V/ 
Ol// 
0»// 
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(14.) { 



Von den neun hierin Uzenden Gleichungen besagen drei^ dass VI*S 
VLH^ VhZ die halben D^virten von F{$^ ijj ^^^ & ?f ^ ^^^* I^^^ 
GMchnng SX-^tiH-^l^Z^Bzyi geht demnach Aber in 

(11.) J^(|,,,0=«/. 

Da aich ebenso VLS9 Vl^n^ t^^*? ^ ^^ halben Derivirten von /(i; 71, 2) 
nach S%H^ Z ergeben, ist auch 

(12.) f{^S,H,Z^f^L 

Die unmittelbaren Beziehungen zwischen den Ooeffieienten von /, f» J^, S er- 
geben sich aus (11 •) oder (12.) und den Gleichungen 

fa— 2r-a, b-i2i/>— 4, c— 2C>-.c, 
^ '^ Ifl— 2,:-jr, ^— 2^f-A, !«2|,-* 
oder 

a«2J*— A, »a«2Ä«— B, 6=2Z*— C, 
®=2äZ— G, Jp=»2ZJ— H, Je»2^Ar— K. 

Es werden n&mlich die simultanen Invarianten 

(15.) AaH-Bb-l-Oc-4-2Gfl-4-2H^-i-2Kf — — / 
(16.) aaH-6»-hc©H-2^@-h2Ä^-h2*Ä — i; 

wie sich auch aus dem Verschwinden der Invarianten der Formen f +/ und 
f — / unmittelbar ergiebt. Von der ersteren, der Determinante SJS'+l^iTJ^t 
verschwinden auch alle ersten Unterdeterminanten. Hiemach kann man aus 
(15.) noch drei der Zahlen o, b, c, g, 1^, { eliminiren. Man eihSlt z. B. mittels 

(a-|.a)(6H-b)=(ibH-f)*» (aH-a)(sf-4-fl)— (it-4-f)(A-»-Wi 
(a + a)(c-+-c)=(AH-^)' 

als identisch mit (15.), solange nicht a Null oder unendlich ist, 

(17.) i^(o,f,^)-«a/. 

Ebenso erhilt man 

(18.) /(a,Ä,^)-A/^ 

a ß y 

Gehen / und f durch die Substitution a^ ß\ Y\ va f und f flber^ 

«f ß% 7% 

io ist auch f eine der Form f entsprechende positive Form, wie schon aus 
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den angegebenen Invarianteneigenschaften folgt Die vermittelnden GrrOMen 
§' etc. sind die schon oben angegebenen, welche auch zasammengftfaart durch 



1' ^', *'. 




a Ol a% 




$ ^'i ^t 




1* V £* 




*= 1? ? 




a ß Y 


r/ V. V. 


= 


ß ßi ß> 


• 


n nx Vi 


oder 


^ r' *^ 
5l 'il *M 


= 


Si ih & 


• 


«1 /*iyi 






Y 7\ y» 




^&& 




S' ,' W 
bl 'i« bS 




Is «7> ^ 




ff, /J,y, 



aosgedrQckt werden können. Die Vereinigung beider Auadrftcke ^ebt 



a' r y 




tt tti a, 


a f ^ 




a ß y 


r fc' 8' 


= 


ß ßxßy 


- f 6 fl 


• 


Ol A Yi 


Vb' c 




r yi y« 


^ fl c 




«« /^t y» 



und, wenn man die oben angegebenen Aenderungen an fi, r^i, ^i, ^s, r^,, ^, 
welche die gleichen an ^'\, 7/1, ^^^ $''„ q^,, ^, nach sich ziehen, vornimmt^ 



d K h' 




fit C(| OC9 




a ib A 




tt ß Y 


H V ^ 


= 


/?/*i/S^. 


• 


* i^ 


• 


«1 /3i yi 


H ^ e 




y yi y. 




h g c 




«« /ii y» 



Das System der Endpunkte der von demselben .VnfiMigspunkte aus* 
gehenden Strecken ^(a) + J/(&) + ^(c) ist jetzt verftnderlich , und zwar soi 
dass jeder Punkt desselben auf einem ihm eigenen gleichseitigen Rotations- 
hyperboloid sich bewegen kann, dessen Mittelpunkt der eben genannte 
An&ngspunkt, dessen Rotationsaxe die Axe der f, ?/, ^ ist. Da in 
den Gleichungen (?.) nur Verbindungen der (grossen fi, 171, ^1, |„ i;,, ^ 
vorkommen, welche bei Drehung des Systems um diese Axe unverSndert 
bleiben, so könnte man eine dieser Grrössen, etwa ^t, constant =0 setzen 
und, wenn etwa a>0 ist, ^1, 1« als willkOrliche Variable ansehen, zu deren 
sftmmtlichen reellen Werthen dann zwei reelle, den G-leichungen (9.) ge- 
nflgende Werthsysteme der übrigen Variablen gehören. Von diesen zwei 
Werthsystemen, welche dieselben Werthe von o^ B, c, g, ^, t ergeben, soll nur 

das eine dem oberen Vorzeichen in der Gleichung j $1 v/i Ci ^^-^Vl ent- 

I ^> ?> C, 
sprechende zugelassen werden, so dass jeder Punkt auf eine der beiden 

Schalen seines Hyperboloids angewieäbn bleibt, wenn dasselbe ein zweischaliges 

ist. Auch von den zwei getrennten der Gleichung (11.) genügenden Wertii» 

Systemen jf, 17, ( wird dann nur eines zugelassen. Wollte man ein neues 
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geometriiBches Bild einf&hren, so könnte man $, i;, t als Coordinaten eines 
auf einer Schale eines zweischaligen Hyperboloids beweglichen Punktes ansehen. 
I H f&hre nun auch bei den temftren quadratischen Formen die 
ReductioAi der indifferenten auf die der positiven zurück. Ich nenne nämlich 
vorbehaltlich noch beizufügender Beschränkungen eine indifferente Form 
reducirt, wenn für irgend ein ztUdssiges Werthensystem der besprochenen 
Vjoriablen die entsprechende positive Form nach meiner Definition reducirt 
ist. Man erhält fdr jede Klasse eine reducirte Form, wenn man zu einer 
beliebigen Form / derselben mittels eines beliebigen zulässigen Werthen- 
systems jener Variablen die entsprechende f bildet, und eine Substitution, 
welche geeignet ist f in eine reducirte zu verwandeln, auf/ anwendet. Man 
erhält alle reducirten Formen dieser Klasse, wenn man dasselbe für alle 
zulässigen Werthensysteme ausf&hrt, wobei also nach dem ersten Bild bei 
Zj^ss der Punkt |, li« ft? ^U^ Lagen auf der einen Schale des Hyperboloids 
I' — ^ — ^t=a, oder nach dem zweiten Bild der Punkt |, iy, ^ alle Lagen 
auf der einen Schale des Hyperboloids F(ß,ti^ D = ^ annimmt. 

b) Eckpunkte der Felder der redacirten Formen. Axen der Symmetrie. 

Diese Schalen zerfiJlen in Felder von der Art, dass f&r alle Punkte 
eines Feldes dieselbe Form f reducirt ist, während an den Grenzen ver- 
änderliche Coefficienten g^, y, f , P, m^ n' dieser Form gleich Null sind. Da 
es nur auf die Art des Zusammenhanges dieser Felder ankommt, welche 
unverändert bleibt, wenn anstatt / irgend eine äquivalente Form zu Grunde 
gelegt wird, so kann man auch jeweihg andere äquivalente Formen, am 
einfachsten diejenigen zu Grunde legen, deren entsprechende positive Formen 
selbst reducirt sind und die ich auch selbst mit / bezeichne. Ich schliesse 
jedoch den Fall, dass eine der Zahlen a, 6, c, d^ A, B, C oder D =bjP (1,1,1) 
gleich Null wflrde, vorläufig aus. Zm* Erkennung der Felder braucht 
man nun bloss ihre Grenzlinien und zur Erkennung der Grenzlinien 
nur die Endpunkte, nämlich die Durchschnittspunkte je zweier der- 
selben, zu betrachten, denn von einer in sich zurücklaufenden Linie 
kann kein Feld begrenzt sein, da, wenn diese z. B. die Linie { = 

wäre, an zwei Punkten derselben - — V^^^ ^^^ ^ verschwinden mfisste. 

Es mflsste also C^O sein, und ^ge die Gleichung (11.) in die (4.) Aber, 



•> .«•-•- 



Alten, je 






s=s = 0z.B.8toe- 

4bei Fdder Tim der 

— 111 » 

— 111 4 die entqireeheD* 

1 1 : — 1 

Ab Gfemiiiiien 

A die Linien (^0^ 

Seite dee 

Ponkt äne 

Die Bedingoni^ 

, ifaüekt sieh Ober* 

Form f, mos wdcherf 



> 1 



9 = ^sf, ilso 






^efltfEv* und mciit grosser als a, 6 oder c 

L-M—tc—t, 



-« 



■ — ^ 



— rn^ 



*-h^ — ft- A, 







Dfs= — / and 1, //» t", f nieht 

ieser Gleichung vierten Gndes 

die Frage nach der Ezistens 

erledigt sich, so weit n<Mhi|^ 

In dem Punkte ^»faBO 

deren reducirCe Formen eot- 

durch die SabstitnlMMi 
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cyklisch aus einander hervorgehen und in derselben cyklischen 



1 
1 
—11 

Beihenfolge von einander getrennt sind dui oh die Linien !^a=0, ff-^-i€saOy 

{ =EB und ihre rückwärts gehenden Verlängerungen. Ich nenne solche 

rankte Kreuzungspunkte. Die Gleichung (1 7.) mit ^ == f == Ö ergiebt 



(19.) Ci=y±U b 









B 

9 

A- -^r A' "-^r A 

voraus, wie auch mittels ^ ss ,H= aus der Gleichung (18.)« auch 

A~ 



-oZ-Bl/^ 

' a 






- etc. 



werden. Damit diese Werthe reell dind, ist nar nöthig, dasß a und A die- 
selben Vorzeichen haben, und, wenn dieses das negative ist, so ist, damit 
auch ^, ^y ^ reell werden, ausserdem noch nöthig, dass aA^/ist, eine 
Bedingung, welche bei positivem A von selbst erfOllt ist, wie aus 

/=aA-hA;K+ÄH==:aA — (6Ä^ — 25rÄÄ: + cA;*), 

worin die in der Kllimmer stehende bin&re quadratische Form dann eine 
negative ist, hervorgeht Eine wirkliche Berechnung der Wurzel ist auch 
hier niemals nOthig,. socidem nur bisweilen eine Prüfung, ob sie gewisse 

IT 

Gi-enzen erreicht oder nicht. Die Form ( ' A ist nun, wie leicht ersichtr 

\fl, 0, 0/ 

j 1 

lieh, en^eder selbst reducirt, oder geht durch eine Substitution 0/?^ /^ 

in eine reducirte über, je nachdem die binäre Form (b, fl, c) selbst reducirt 

ßx Y, 

ß2 ^ai 

die Stelle von (6, g, c) treten im Fälle der Reduction in den übrigen ter- 

Journal ÜBT Mathematik. Bd. LXXVII Heft 2 lu 3. ^^ 



ifft, oder durch eine Substitution 



in eine reducirte übergeht. An 



Goef&cienten und die Substitution 
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nären Formen, welche f&r die in dem Kreuzungspunkt zusammenstossenden 
Felder reducirt sind, die durch cyklische Vertauschung der drei äusseren 

j aus (b, g, c) hervoi^ehenden 
ü — i| 

binftren Formen. Durch jedes System ganzer Coefficienten er, exi^ cti, A, .a^ r, 
welche den Bedingungen 

1 s=: ait + ^1 /i + ^t y und <.f{aj «i, cfj|)-jP(il, it , r) <S i 
genügen, ist ein und nur ein Kreuzungspunkt bestimmt. Auf die 
Aufsuchung aller Kreuzungspunkte lässt sich nun die Frage nach der 
Aneinanderfbgung der Felder zurückführen. Es ist zwar möglich, dass 
ein Feld keinen solchen Punkt, sondern nur Spaltungspunkte auf seinen 
Grenzen hat, ob aber je ein Stück, oder je zwei Stücke zweier Linien wie 
1^ = und m = die Begrenzung dieses Feldes bilden, immer wird f&r 
die benachbarten Felder nur die Linie \) — m = von Wichtigkeit sein. 
Diese Felder verhalten sich dann ebenso, als wenn die bezüglichen Zweige 
der Linie ^ — m = durch die Linien ^ = und m = nicht unterbrochen 
worden wären. 

Besonders sind noch die Ausnahmefälle zu betrachten, in welchen 
dem oben in IIL b) unter 9. Behandelten entsprechend, mehrere der betrach- 
teten Punkte zusammenfallen. Es sei in einem Punkt g = ^ = { s= 0, und 
sei der Symmetrie wegen in keinem der sechs durch die Linien g = 0, 

^ = 0, f s= getrennten Flächenstücke das Vorzeichen von g, % und f das- 

10 
selbe, was nOthigenfalls durch Anwendung einer der Substitutionen 0—1 

0—1 

herbeigeführt werden kann. Man denke sich 

dann eine der drei Linien g = 0, ^ = oder f = unendlich wenig so 
verschoben, dass ein unendlich kleines Dreieck entsteht, innerhalb dessen 
g, ^ und ? negativ, f reducirt ist Die drei Eckpunkte dieses Dreieckes 
sind dann Kreuzungspunkte. Von den je sechs Feldern, welche um dieselben 
herumliegen, gehört das Dreieck selbst allen drei Punkten, gehören die an 
den Dreiecksseiten anliegenden je zwei Punkten an. Die zwei Linien g+l^sO 
und g4-{ = 0^ welche das an der Dreiecksseite g = anliegende Flächen- 



— 10 




— 1 00 


Ol 


1 


ö — 1 


00—1 




1 
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8tQck begrenzen, in welchem die durch die Substitution 



10 — 1 
10—1 aus 
Ol 0—1 

f hei*vorgehende Form reducirt ist, treffen sich in einem Spaltungspunkt, 
und haben dort als gemeinsame Fortsetzung die Linie ^ s= f • Auch dieses 
Feld wird unendlich klein. Da für 1^ und f dasselbe wie ftlr g gilt, so er-^ 
kennt man, dass, wenn man die Punkte wieder zusammen fallen lässt, und 
die in einen Punkt degenerirenden Felder nicht berücksichtigt, um den 
Punkt g=:^ = f==0 herum neun Felder liegen, welche von einander ge- 
trennt werden durch die je nach beiden Seiten des Punktes gehenden Linien 
g==0, ^ = 0, f = und die Linien 1^ = t, f = 9» fl = ^ je auf der Seite 
des Punktes, auf welcher bezüglich 1^ und f, f und g, g und ^ negativ sind. 
Auf den Punkt selbst beschränken sich auch die Felder der drei noch 
Übrigen von den 16 wesentlich verschiedenen für den Punkt reducirten 



Formen, welche durah die Substitutionen 



— 1 1 




1 -1 ff 


1 


l -1 





1 0—1 
0—1 Ol 
1-1 



und 



aus / hervorgehen. 



— 10 10 
Ol — 1 
0—1 1 

Fallen zwei der Grenzlinien in eine zusammen, z. B., wenn g = A=0 ist, 
die (|=:0 und ]^s= in die ^=0, so wird die der Form /vorgeschriebene Bedin- 
gung auch von der numerisch mit ihr übereinstimmenden aus ihr durch die Sub- 
— 1 

hervorgehenden Form erfüllt, es degeneriren von den neun 



stitution 



0—10 
Ol 

aonst endlichen Feldern vier in die Linie ^saO, mit welcher auch die 
Linien g -h ]^ = und g — ^=:0 zusammenfallen. Es bleiben auf der posi- 
tiven Seite der Linie fssO die Felder der zwei numerisch mit einander 

+ 10 
übereinstimmenden durch die Substitutionen 0+1 aus / hervoi^ehen- 

0—1 

den Formen, auf der negativen Seite zunftchst beiderseits die Felder der 

zwei numerisch mit einander übereinstimmenden durch die Substitution 

dbl :f1 

^ ± 1 qc 1 aus / hervoi^ehenden Formen. Je die andere durch den 
1—1 



24* 
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Punkt gehende Grenzlinie dieser beiden Felder ist +^ — f = oder 
4I g — { =s , je nachdem der absolute Werth von tj grOsser oder kleiner 
ist als der von |. Die numerisch mit einander übereinstimmenden Formen 
der beiderseits folgenden und bis zur Linie C= reichenden Felder gehen 

±1 0^1 
also aus / entweder durch die Substitutionen 



=10-1 
0—11 



oder durch die 



Substitutionen 



^ti 00 ±1 

?;f 1 ± 1 1 hervor. Je nur das eine dieser beiden Feldef 
-10 10 

wäre im allgemeineren Fallp. endlich, das andere in den Punkt degenerirt 
gewesen. Auf diesen Punkt beschrankt bleiben die Felder der zwei durch 

; ± 1 =;: 1 

die Substitutionen if 1 db 1 aus / hervorgehenden Formen, die der 

0—1 1 

acht Übrigen Formen degeneriren in die Linie C = 0, und zwar vier, deren 

Formen hier genannt worden sind, auf der negativen, vier auf der positiven 

Seite der Linie { = 0. Letzteres Iftsst sich auch daraus erkennen, dass 

jeder Punkt der Linie ^ = die Eigenschaft^! eines Ereuzungspunktes hat, 

wobei die drei sich kreuzenden Linien in eine zusammenfallen, *also vier 

der sechs Felder in diese Linie degeneriren und die Formen der zwei an- 

j — 1 00 
liegenden Felder durch die Substitution . — 1 in einander flbcrgefbhrt 

I l| 

werden können. 

Da die Formen der zunächst auf beiden Seiten der Linie ^==0 gelegenen 
Felder numerisch mit einander übereinstimmen, unci durch die Form eines Fel- 
des die Formen aller benachbarten Felder eindeutig bestimmt sind, so bildet 
diese Linie gewissermassen eine Axe der Symmetrie, auf deren beiden Seiten 
auch in weiterer Entfernung die Eintheilung in Felder die gleiche ist, sodass 
man, um alle Felder zu erkennen, diese Linie nicht zu überschreiten braucht. 
Von dieser Art sind in der Fig. 1, Taf. lll, welche die Eintheilung in 
Felder für eine Klasse ganzzahliger Formen von der Invariante 60 darstellt, 
vier von den sechs äusseren Grenzlinien. Es sind daselbst nur diejenigen 
Formen, deren Felder eine endliche Ausdehnung haben, und zwar ins Innere 
derselben einge&chrieben. Die an den Grenzlinien stehenden Buchstaben 
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bezeichnen diejenigen ver&uderlichen Grössen^ welche ah denselben gleich 
NaU werden, wobei die Bezeichnung immer in Bezug auf die Form gewählt 
ist, in deren Feld der Bachstabe steht« Bei jeder dieser Fprmen ist, um im 
Einzelnen alle Willkür auszuschliessen, die Reihenfolge der Coeffidenten 
aj by €j d so gewählt, dass sie eine abnehmende Beihe bilden und auch von 
den CoefiGicienten g, h, k, ly m^ n je der erste noch nicht bestimmte möglichst 
gross wird. Bei den im Text angegebenen Substitutionen dagegen, bei 
welchen den verschiedenen Grenzlinien eines Feldes entsprediend verschie* 
dene Reihenfolgen der a, by c, d wQnschenswerth w&ren, ist angenommen^ 
dass diese Reihenfolgen erst beiderseits, wenn nöthig, geändert worden sind. 
Kommt zu den letztbetrachteten Bedingungen ^=:A = noch die 
k=iOy und ist ri der Null werdende Factor von f, sodass einer der zwei 
Aeste der Linie 8 = mit ^ = 0, der andere mit f =5 .0 zusammenfällt, so 
werden die der Form / vorgeschriebenen Bedingungen von vier numerisch 
mit einander fibereinstimmenden Formen erffiUt, welche auseinander durch 



die Substitutionen 



1 
0—1 1 
0—1 



— 1 
0—10 
1 



hervorgehen, und 



— 10 
Ol 0», 

— 1| 

deren Felder in Systeme je zweier Linien degeneriren, nämlich je eines 
Stockes der Linie ^=0 und eines Stückes der Linie 17 ==0. Endliche 
Ausdehnung erhalten nur die vier zwischen den je zwei ebengenannten 
Linienstücken enthaltenen Felder , deren im Wesentlichen numerisch mit 
einander flbereinstimmende Formen aus den vier soeben besprochenen durch 

10 0—1 
die Substitution 10—1 hervorgehen. Von solcher Art sind drei der 

— 1 1 

äusseren Ecken meiner Fig. 1. 

Wird dagegen, ohne dass A: = ist, im Falle jf = A = die Linie ^ = 
von der Linie 77 = 0, dem anderen Aste der Linie g = geschnitten, so gehen 
die Formen zweierdurch die Linie ^=0 getrennter Felder durch die Substitution 

— 1 00 1 
—1 6 1 in die zweier anderer über, welche bis dahin ih diese Linie 

— 1 10 

degeneiirt wm-en. Solche Punkte liegeti auf der rechten und am unteren 
Ende der linken Grenzlinie der Fig, 1. 

Durch die oben unter III. b) besprochenen Substitutionen gehen nicht 
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nur reducirte positive, sondern beliebige temftre quadratische Formen in 
sich selbst über, wenn sie die angegebenen Bedingungen erftdlen, und es 
können auch von indifferenten Formen alle diese Bedingungen erf&llt wer* 
den ausser denjenigen, welche f&r x oder l den Werth 24 geben. Sind 
die dort unter 1. bis 4. angegebenen Bedingungen bei reducirten indifferen- 
ten Formen erfüllt, so findet in den Grrenzlinien ihrer Felder eine x-theilige 
Symmetrie statt und in Folge dessen auch in der ganzen Anordnung der 

zun&chst und weiterhin benachbart-en Felder. Zu dem Falle 1. a s 6, ^ = A, 

; — 1 2-3 2 

— 1 — 3 2 
/ = m gehören in der Fig. l die Formen j — 2 8 

! -12 

— 1 2—2 1 
— 1—2 1 
- 12 16 
-18 

punktirte Linie angedeutet. Zu dem Falle 2. a =s 6, e ^ d^ ^ == /, A 

—1-2—1 4 



und 



Die Axe der zweitheiligen Symmetrie ist durch die 



gehört die Form 



_g g der Fig. 1. Sind die unter 6. bis 9. 



— 9 



ten. Zu dem Falle 6. gehört die Form 



der Fig. 1, in 



angegebenen Bedingungen bei reducirten indifferenten Formen erfbllt, so 
können auch bestimmte Grrenzlinien selbst als Axen der Symmetrie aaftr»> 

S — 5 — 1 8 

— ISS 

—8 

—6 

welcher nsaO, ms=/, also nach Analogie des Falles gsssQ^ h = n da» 

Zahl Ass2«s=3 »t, und die Form 

S — 7 1 8 

S 1 3 
— 9 . , in welcher n = 0, m = /, 9=A, also nach Analoge des 

— 6 
Falles «7 SS 0, A =s n, ib 
-1—3 3 11 
— i 6 
— H 3 
— d 



und 



m die Zahl k = 
3 1 — S — 1' 

— 2 i; 

— 6 d! 

— 9 



2jt^4 ist, ferner die Formen 



. fOr welche l = '2x = 2 \at. Zu 



W 
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dem Falle 7. gehören die Formen 



8—401 31—40 

3 10,-201 
«. und 
—9 8 —4 8 

— 9 ~9 

für welche beide X = 2 ist, die erste stimmt nach geeigneter Aenderang der 
Reihenfolge der a, by Cj d mit sich selbst überein, die zweite mit einer 
dritten, deren Feld mit denen der beiden ersten einen Spaltungspunkt ge- 
mein hat Die Falle 8. y = Ä = 0, zu welchen für A=ss4 die Form 
—1 2—1 

— 18 20 8^^^^ ^^^ ^' y = Ä=A=0 wurden schon oben be- 
-20 
sprochen. 

Hiermit sind die Fälle erschöpft, in welchen zwei numerisch mit ein- 
ander übereinstimmende Formen demselben Feld oder zwei l&ngs einer Linie 
aneinander grenzenden Feldern angehören können. 



c) Aaffindang der Felder. 

Um von einem Ereuzungspunkte ^ = f = aus die übrigen desselben 
Feldes zu finden, sehe man zunächst zu, ob die Kreuzungspunkte ^slssOt 
]^sssg = 0, ^s:n = vorkommen y was erfordert, dass bezüglich a und 



ed 



n' 



c und ab — k^y c und ad — P dieselben Vorzeichen und, wenn 



sie negativ sind, ein die Invariante nicht überschreitendes Product haben, 
und dass die nach (19.) zu bildenden binären Formen (c, n, b), (o, t, b), 
(o, I, b) bezüglich reducirt sind. Von den wirklich vorkommenden Elrenzungs- 
punkten kann mit ^ = ( = auf demselben Aste der Linie 1^ = höchstens 
einer liegen, als welchen ich nur den Punkt ^ = g = betrachten will, da 
im Vorliegenden bei den beiden anderen dasselbe gelten würde. Denn die 
zwei Linien ^ = 0, g = können nach (19.) nicht mehr als einen reellen 
Dnrchschnittspunkt haben, und, wenn der zu betrachtende Ast der Linie 
1^ s= bei einem solchen Punkt in Theile der Hyperboloidsschale eingetreten 
ist, in welchen g I> ist, könnte er nur durch einen zweiten wieder in 
Theile eintreten, in welchen g <I ist. Alle auf einem Aste der Linie 1^ = 
gelegenen Punkte unterscheiden sich von den auf dem anderen gelegenen 
im Falle, dass eine Schale des Hyperboloids (11.) von zwei Schalen des 
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Hyperboloide 2^^ = A geschnitten wird, wenn n&mlich B positiv, also a 
und c negativ sind, durch die Vorzeichen von | und ^ im Falle, dasft eine 
Schale des Hyperboloids (IL) zwar nur von einer Schale des Hyperboloids 
2|^=sÄ, aber in zwei Aesten geschnitten wird, wenn n&mlich B, a und e 
negativ sind, durch die Vorzeichen von E. Bei verschiedenen Vorzeichen 
von a und c hat die Linie ^ = Oberhaupt nur einen Ast, sind beide posi* 
tiv, so kann diese Linie, wie aus (17.) ersichtlich, gar nicht vorkommen« 
ErfQllt der Punkt 1^ = g == in Vei^leich mit dem ]^ = f = die ange- 
gebenen Bedingungen, so ist er als der auf diesen folgende Sj^uzungspunkt 
zu betrachten, und ist die Linie g = ebenso zu untersuchen, wie bisher 
und im Folgenden die Linie \f = 0. Ob n&mlich die Linie ^ = zwischen 
den zwei betrachteten Kreuzungspunkten von der Linie msO geschnitten 
wird, zwei oder vier mal, kann guiz unbeachtet bleiben. Denn die Linie 
m = kann von keiner der Übrigen Linien g^sO, { = 0, (ssO oder n ss 
mehr als einmal geschnitten werden. Ein Ast derselben, ^reicher das Feld 
von / an Punkten der Linie ^ = betritt und veri&sst, an welchen also 
g, !, (, n negativ sind , kann demnach zwischen den zwei Sdinittpnnkten von 
keiner jener vier Linien geschnitten werden, wird also allein oder xnaammen mit 
dem andern Ast aus dem angenonunenen Felde von / nur ein Stück aus- 
schneiden, welches keine Erenzungspunkte auf seiner Grenze enth&lt, also 
unbeachtet bleiben kann. Treten durch das erstbetraditete Stück der Linie 
l^ssssO zwei Aeste der Linie m = ein, welche auch andere Grenzlinien 
schneiden, so kann man die Durchschnittspunkte der zwei Aeste bis zur 
Berühning an einander geschoben, dann die auf je einer Seite der Linie 1^ ss 
gelegenen Stücke mit einander verbunden und von der Linie ^ s=s abgelAtk 
denken, wodurch eben&lls an der Lagerung der Felder nichts Wesentliohea 
ge&ndert wird, nnr 4ie zwei getrennten Felder vereinigt werden, das za- 
sammenh&ngende die trennende Feld aber selbst in zwei Theile getrennt wird. 
lAegfi aber mit dem Punkte ^ = t =s auf demselben Aste der Linie 
]^ -es kein Kreozungspunkt, f&r welchen f reducirt ist, so endigt diese Linie 
in einem Spaltongspunkt, wobei es wieder gleichgültig ist^ ob sie von der 
Linie m ss ein oder drei mal geschnitten wird. Die Fortsetzung der 
Grenze des Feldes von / wird also ein Ast der Linie m=0. Trftgt der- 
selbe keinen Kreuzungspunkt, so vereinigt er nur zwei Aeste der Linie 
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l^ssO, welche man dann behandeln kann, als wenn sie in unmittelbarem 
Zusammenhange ständen. Trägt derselbe aber einen Ereuzungspunkt , so 
ist von diesem wie vom Punkte ^ = f = aus zu verfahren. Eine Schwierig- 
keit tritt nur dann auf, wenn es zwei Aeste der Linie 1^ = und zwei der 
Linie m = giebt, deren jeder einen und nur einen Ereuzungspunkt trägt, 
indem dann fraglich ist, wie die letzteren sich mit den ersteren paaren. Die 
Entscheidung könnte man erlangen aus der Betrachtung der schon oben an- 
gegebenen zwischen den zwei Aesten der Linie I) = verlaufenden Linien 
^=s=sO und ^=0 oder H=0 und ihren Durchschnittspunkten mit der 
Linie m = 0, von welchen, wenn sie reell sind, zu entscheiden wäre, auf 
welchen Aesten der Linie m = sie liegen. Je nachdem in einem solchen 
Punkte f reducirt ist oder nicht, liegt er zwischen dem Kreuzungspunkte 
und Spaltungspunkte des bezüglichen Astes der Linie rnssO oder nicht. 
Da jedoch auf die Form / immer dieselbe Substitution angewendet werden 
muss, um die Form f des durch die Linie ^ = von ihrem Felde getrenn- 
ten Feldes zu erhalten, so hat die Form f, wenn Stücke zweier Aeste der 
Linie 1^ = Theile der Grenze sind, zwei getrennte Felder. Denkt man 
sich die zwei fraglichen Spaltungspunkte einander bis zur Berührung ge- 
nähert, die zwei Zweige der Linie ^ =: mit einander, die zwei der Linie 
m = mit einander verbunden und dann die erstere von der letzteren los- 
gelöst, so sind dadurch die zwei getrennten Felder der Form /' vereinigt, das 
Feld der Form / aber in zwei getrennt, während sich für die übrigen Grenz- 
linien nichts ändert. Man kann also, so oft genau zwei Kreuzungspunkte 
auf ]^ = vorhanden sind, einfach verfahren, als wenn sie demselben Aste 
dieser Linie angehörten. Wenn alle vorhandenen und wie die besprochenen 
aufisufindenden Kreuzungspunkte des Feldes oder der Felder einer Form er- 
schöpft sind, so muss von selbst sich die letzte an die erste Grenzlinie 
wieder anschliessen. 

Anstatt zu den Feldern alle Grenzlinien, kann man auch zu den 
Grenzlinien alle anliegenden Felder bestimmen. Offenbar beginnt und endigt 
bei dem besprochenen Verfahren jede Grenzlinie in einem Spaltungspunkt 
und geht durch einen oder mehrere Kreuzungspunkte hindurch. Durch un- 
endlich viele Kreuzungspunkte ins Unendliche kann eine Linie ^ = nur 
gehen, wenn h und eine der Zahlen g^ k^l^n gleich Null ist. 

Jonnud for Mathematik. Bd. LXXVn. Heft 2 u. 3. 25 
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Anstatt auf die ReductioD der Formen f hfttte sich auch auf die der 
Formen ^ die Eintheilung der Hyperboloidsschale in Felder grOnden lassen. 
Die Kreuzungspunkte beider Eintheilungen fallen zusammen, an anderen 
Punkten können sich die beiderlei Grenzlinien nicht schneiden. Theile jedes 
Feldes des einen Systems können den Feldern dreier Formen des andern 
Systems angehören. Ist die Eintheilung des einen Systems gefunden, so 
ergiebt sich die des andern von selbst, indem die von einem Ereuzungs- 
punkte ausgehenden sechs Grenzlinien des einen je zwischen zwei der sechs 
des anderen liegen. Einige der Grenzlinien des zweiten, das adjungirte zu 
nennenden Systems sind zu einem später zu besprechenden Zwecke, wegen 
dessen auch einige der gewöhnlichen Linien stärker aufgetragen sind, als 
geschlängelte Linien in die Figur 1 eingezeichnet 

Wie sich bei den binären Formen diejenigen, durch welche die Null 
rational darstellbar ist, deren Invariante also bei rationalen Coefficienten 
eine negative Quadratzahl ist, von den übrigen dadurch unterscheiden, dass 
bei den ersteren auf dem Hyperbelaste die Intervalle gewisser Formen ins 
Unendliche reichen, bei den letzteren nicht, so unterscheiden sich die ter- 
nären Formen, durch welche die Null rational darstellbar ist, für deren 
Criterien ich auf Disquisitiones arithmeticae art. 299 verweise, von den 
übrigen dadurch, dass bei den ersteren die Felder gewisser Formen 
ins Unendliche reichen, bei den letzteren nicht. Da bei letzteren keine der 
Zahlen a, B, c, b unendlich klein werden kann, so darf natürlich bei Erhal- 
tung der Reductionsbedingungen auch keine unendlich gross werden. Dass 
es nur eine endliche Anzahl reducirter, ganzzahliger Formen von einer ge- 
gebenen Invariante, um so mehr also nur eine endliche Anzahl von einer 
Klasse geben kann, folgt aus der Endlichkeit der Anzahl ganzzahliger Werth- 
systeme der a, 6, c, ^, A, A, fiir welche die nach (19.) oder mittels f = 
gebildete Form f reducirt ist. Diese Endlichkeit ergiebt sich für a und A 
aus <C a A ^ 7, dann, wenn b und c negativ sind, für 6, Cy g, h, k aus den 
Reductionsbedingungen für (b, g, c), wenn b und c verschiedene Vorzeichen 
haben, für 6, c, g aus A = 6c — g\ für h und k aus den Reductionsbedin- 
gungen für (6, g, c). Sind b und c positiv, so sind B und C negativ, also 
B, C, G, H, K und folglich auch 6, c, g, ä, k begrenzt. 

Wenn man also die geschilderte Entwicklung der Felder hinreichend 
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weit fortsetzt, so kann man, während die Anzahl derselben noch endlich ist, 
immer dahin gelangen, dass jedes neu hinzukommende Feld nur eine Wieder- 
holung eines schon vorhandenen, also die ganze weitere Entwicklung immer 
eine unendlich ofte Wiederholung der schon durchgeführten ist. Auch Axen 
der Symmetrie wie die oben geschilderten braucht man bei der ersten Ent- 
wicklung nicht zu überschreiten. Jede solche Axe ist offenbar nach ihren 
beiden Richtungen unbegrenzt, da aus der an einer Stelle stattfindenden 
Symmetrie ihrer zwei Seiten von selbst die Fortsetzung dieser Symmetrie 
folgt. Bei dem in der schon erwähnten Fig« 1 durchgeführten Beispiel sind 
alle Grenzen des entwickelten Systems von Feldern solche Axen der Sym- 
metrie. An ihren Durchschnittspunkten findet bei diesem Beispiele vierfache 
Symmetrie statt, was durch die gewählten rechten Winkel angedeutet 
werden soll. 

Durch das Bisherige ist bereits die Möglichkeit gezeigt, für jede ge- 
gebene Form die in der Einleitung gestellten Aufgaben zu lösen, indem 
natürlich jedem Felde, dessen Form mit / numerisch übereinstimmt, eine 
Substitution von / in sich selbst entspricht, welche durch die einzelnen 
Substitutionen gefunden werden kann, durch welche die Form je eines Fel- 
des in die eines benachbarten übergeht. Es bleibt noch übrig, die sehr be- 
trächtlichen Vereinfachungen zu besprechen, welche durch Zusammenfassen 
der Felder, in deren Formen a oder A dasselbe ist, analog dem Zusammen- 
fassen der Intervalle zu Strecken bei den binären Formen entstehen, und 
allgemeine Eigenschaften der Resultate hervorzuheben. 

d) Zusammenfassang der Kreazangspunkte in Gebiete. Unmittelbare 

Eatwicklang dieser Gebiete. 

Wenn bei irgend einem zulässigen Werthensystem ^, 97, ^ der Ereu- 
zungspunkt ^ ss f s= vorkommen, also die gerade Linie (a) auf der Ebene 
(9() senkrecht stehen kann, so lässt sich die Gesammtheit der geraden Linien, 
welche auf die Ebene (^) senkrecht zu stehen kommen können, durch 

(t (1» «1» «a)) oder (a) H- «1 (b) H- «a (c) ausdrücken, wenn a^ a% diejenigen 

ganzen Zahlen bezeichnen, mittels deren /(l, ai,«») das Vorzeichen von A 

erhält, und nicht, wie bei negativem Werthe von A möglich wäre, mit A 

ein die Invariante / Oberschreitendes Product giebt Lässt man vom An- 
as» 
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fangspunkte der Linie (a) die sftmmtlicheD moch ihrer Länge nftcfa mls Fimctionai 
von if f], L bestimmten Linien (a) + a, (b^ + a^ ^c), also tchu Endpunkte 
der Linie (a) die Linien at(ti)-i-a^(c) ausgehen, so liegen die !&id^unkte 
dieser s&mmtlichen Linien in einer Ebene [Ü) und, wenn A^O iat^ im 
Linem einer bestimmten Ellipse, wenn A <<[ ist, zwischen einer bestimmten 
Hyperbel und ihren Asymptoten, wie die bezüglichen Bedingungen 
1 ^/(l, «n ffi) oder 

und 

oder 

37^— 1 ^ ib,g, c) (a, — — , a, — ^;^0 

zeigen. Diejenigen Formen, durch welche die Null dargestellt werden kann, 
schliesse ich auch hier vorläufig aus. Das besondere Werthensystem der 
Variablen §, ;^, T, bei welchem e'me Linie (f (1, ai, «0) ^uf (3) senkrecht 
steht, also die Lage des bezQglichen Kreuzungspunktes auf der Hyperboloids- 

10 
a, 1 
a« 1 

oder ihrer adjungirten zeigt, bestimmt durch die Grletchnngen 

^ ^. g£Xi + Cas«:! + bai + g<ri = oder Ä — Srrisr^ — Sla^sO. 

Die Elimination von ai und aj aus den angegebenen Bedingungen ergiebt^ 
wenn A > ist, ?P ^/(Ä, Ä, ^), oder mittels der Gleichung (18.) «* ^ Ai; 

also 2J*^A-t-I^Äir wenn aber A<ü ist, «'^ — A 7^-^21», also 

A -4- V — A/^ 2 Z* ;^ 0. Die sftmmtlichen solchen Kreuzungspunkte liegen 
also im ersten Falle auf e'mem durch eine Ebene abgeschmttenen von einer 
Ellipse begrenzten endlichen, im zweiten Falle auf einem zwischen zwei 
Ebenen enthaltenen von zwei Hyperbelftsten begrenzten unendlichen Stftck 
der Hyperboloidsschale. Ihre Anzahl ist im ersten Falle offenbar endlich, 
im zweiten aber unendlich gross in der Art, dass eine endliche Anzahl Y<m 
Zablwerthen /(l, «i, a,) sich f&r unendlich viele Werthsysteme a^ a, wieder- 
holt Unendlich viele Wiederholungen des Werthes a selbst, aus deren 



schale FQ^ /;, b)=^^ ^^^^ ^^ ^^^ jAnwendung der Substitution 




£• Selling^ über die bindren und temären quadratischen Formen. 197 

jeder ßich auch eine Wiederholung der übrigen Werthe ergiebt, erhält man 

+ 10 
n&mlich dadurch, dass man auf / zunächst Substitutionen ß^ y^ von 

ß, y, 
der Determinante 1 anwendet, durch welche (byg,c) in sich selbst fiber- 

10 



geht, und dann Substitutionen 



, durch welche, wenn unabhängig von 



ß 1 
;'0 1 

dem obigen Zeichen 4- die Zahl * = + 1 ist, f h und « ife an die Stellen 
von h und ib, also auch s H und £ E an die Stellen von H und E treten. 
Ist s der grösste gemeinsame Divisor von hj^^Cy und sa der von 6, 2^, c, 

ist <*H — fW*Ä+a' und sind 

^ t gu —CM 5 bu ^ \ 9^ 

80 wird aus den Gleichungen 

fE=: — H;/i-f-E;r2 — A/9; £H = H/?,— E/?, — Ay, 

• ^ ^ l ^ß -y \ 

welche die Anwendung der adjungirten Substitution +0 y% —ß^ 

0-y, ß, 
ergiebt, 

A J 17/* \ AÄM a TT / ^ N . Aku 

A/is=sE( f) — ; Ay=H(~ — *) H . 

Die rechten Seiten dieser Gleichungen sind, wenn s^ssl ist und das obere 
Vorzeichen benfitzt wird, also (t — o) (^ + a) S (mod. A) ist, für einen 
der beiden Werthe von e durch A immer theilbar, wenn dasselbe Primzahl 
oder Potenz einer ungeraden Primzahl ist, über auch ausserdem und bei Be- 
nützung beider Vorzeichen immer dann, wenn ~ + — das Quadrat 



auf F 



a 80 



eine» ähnlichen Ausdruckes ist. Bei grösseren Werthen von s hängt es von 
den Werthen von k und k ab, die wie vielte Potenz eines ähnlichen Ausdruckes 

sein muss, damit diese Theilbarkeit ebenfalls stattfindet 



i . ttl— A 



a 80 

JedenfiBilIa reichen hierzu die Quadrate derjenigen Potenzen hin, welche 

ssxT'+'Uy^^ sind, wenn r*-hAt/^' = ±l ist. 

Für die besprochenen Ejreuzungipunkte gebrauche ich nun, wenn ihre 
Anzahl grösser als eins und Ai = jP (A, ,u, y) der specieOe Werth von A ist, den 
Aasdruck: sie liegen im Gebiete wm AssA^, oder A = jP(X, u, >'). Den 
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Punkt ^1 sc fj 3=s selbst, welchem also eine auf (91) senkrechte Stellung 
von (ai) = (f (a, «1, «,)) entspricht^ bezeichne ich als den Punkt j^, worin 
auch nothigenfalls a^ und Ai durch /'(a^oi yo^) und F(lyfiyv) zu ersetzen 
sind. Wie die Punkte -^-^ v^^— ^< den in der Ebene (31) gelegenen Endpunk- 
ten der von demselben Anfangspunkte ausgehenden Geraden ai(b)+at(c) 
entsprechen, so entsprechen den diese Punkte verbindenden geraden Linien 
(b), (c), allgemein |> (b) -+- J (c) oder ((b, g, c) (p, q)), för welche bezQglich aj 
constant, ci constant, allgemein pa^ — qax constant ist, auf der Hyperboloids- 
schale die die Punkte /^ * ■ verbindenden Linien, auf welchen' bezQg- 
lich ^ > y , P^-^^ constant, oder, durch die Coefficienten geeigneter For- 
men §' ausgedrückt, ^, SÜ.p^* — jÄ' gleich Null sind, welche Linien eben- 
falls einander nur je in einem Punkte oder gar nicht schneiden, wie die 
entsprechenden Geraden. Liegt im Falle A >> auf einer Seite einer solchen 



Linie keiner der Punkte - ^^ » ^* ^^^ mehr, w&hrend sie selbst durch zwei 

oder mehr derselben hindurchgeht, so nenne ich sie einen Band des Ge^ 
bietes von A, die zwei äussersten dieser auf ihr gelegenen Punkte Ecken 
des Gebietes^ die auf keinem Rande gelegenen solchen Punkte bezeichne ich 
als im Inneren des Gebietes gelegen. Von den früher betrachteten Grenz- 
linien von Feldern, m welchen verschiedene Formen ?,§'••• reducirt sind, 
kommen diejenigen, längs welcher (91) auf einer anderen Ebene senkrecht 
ist und welche in mindestens zwei Punkten von anderen eben solchen 

Linien geschnitten werden, unter den eben betrachteten Linien *- — |^ — 

= const. vor. Diese aber, insbesondere auch die Ränder der Grebiete posi- 
tiver Coefficienten A, kommen nicht noth wendig unter jenen Grenzlinien 
vor, von welchen nur je drei durch die zu betrachtenden Kreuzungspunkte 
hindurch gehen, und welche, wenn überhaupt vorhanden, auch in Spaltungs- 
punkten endigen können, ehe sie diese Ereuzungspunkte erreichen. In dem 
Beispiel der Fig. 1 fallen ausser einem alle Ränder der Gebiete positiver 
Coefficienten A mit Grenzlinien der genannten Art zusammen imd sind als 
geschlängelte Linien eingezeichnet. Nur die Grenzlinie, mit welcher der von 
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dem, wenn L* * "" | =/ ist, mit f^qq) zu bezeichnenden Punkte | 

nach dem | führende Rand des Gebietes von i4 = 8 = JP(l,0, 0) zusam- 
menfallen müsste, geht zwar von dem ersten Punkte aus, erreicht aber nicht 
den. andern, ich habe desshalb eine vorhandene Grrenzlinie, welche den Punkt 
f mit dem nächsten auf dem folgenden Rande gelegenen Punkte f verbin- 
det, eingezeichnet, da es mir nur auf irgend eine Bezeichnung der Zusam- 
mengehörigkeit der Punkte ankam, welche Gebieten positiver CoefQcienten 
A angehören, und ich keine den beiderlei Feldertheilungen fremden Linien 
mehr einführen wollte. Berücksichtigt man, dass in der Figur 1 die sechs 
ftussersten Grenzlinien Axen zweitheiliger, die sechs Durchschnittspunkte der- 
selben Mittelpunkte viertheiliger Symmetrie sind, und denkt sich hiernach 
die Figur erweitert, so übersieht man die sämmtlichen Ränder aller vor- 
kommenden Gebiete positiver Coe£Gicienten A, nämlich, abgesehen von den 
sich auf Linien beschränkenden und dem schon erwähnten, der Gebiete von 

A=12, A=8 = (*' ~ '^1 ~ j2)0.0,0)undA = 5, 

Zu allem hier für A und a, F und / Besprochenen gilt das völlig 
Analoge bezüglich für a und A, / und F. Ich gründe darauf auch die ana- 
loge Bezeichnung eines Gebiets von ass=ai oder a=/(a, «i, aa)- Dasselbe 

umfasst auf der Hyperboloidsschale die Kreuzungspunkte ^ ^^ x für alle 

möglichen Werthe von fi, v, nämlich die Werthe von der Art, dass auf die 
Ebene (§i (1, /u, v)) die Gerade (tti) senkrecht zu stehen kommen kann, oder 
dass 1 ^ üi Fl (1, fi^v)^I ist Im Falle a > liegen diese Punkte, für 
welche auch hier der angegebene Ausdruck nur gebraucht werden soll, wenn 

ihre Anzahl grösser als eins ist, innerhalb der Ellipse 2$^ = a + Va/ und 
ist ihre Anzahl endlich, im Falle a<iQ liegen sie zwischen zwei Hyperbel- 



ästen ^ == + y^^^ — ^ und ist ihre Anzahl unendlich. 

Auf den Verbindungslinien der einzelnen Punkte ist -^-^ — constant, 

r 1^' ^— ^f SB 0. Diese Linien, insbesondere die Ränder der Gebiete positiver 
Coefficienten a, fallen möglicher aber nicht nothwendiger Weise zusammen 
mit den Grenzlinien der Felder, in welchen verschiedene Formen f, f,--- 
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reducirt sind. In Figur 1 fallen ausser zweien alle diese Ränder mit solchen 
Grenzlinien zusammen, und sind von den anderen Grenzlinien durch stär- 
keres Auftragen unterschieden worden. Bei dem Gebiete von a == 2 aber 

2 

feilt zwar ein Stück des Randes, welcher das Eck 4 = -5 jk 5 

mit dem auf der links oben anzufügenden Ergänzung gelegenen Ecke 

2 



I 



8, - 40, — 8 



c:"::^)c.-M) 



verbindet, mit den Grenzlinien 1^ == der Felder der in der Zeichnung und 

in der erwähnten Ergänzung vorkommenden Formen ( ' ' ) zusam- 

men, aber diese Linie endigt beiderseits in Spaltungspunkten, ehe sie 
die genannten Ecken erreicht. Ich habe desshalb analog wie bei dem oben 
besprochenen Ausnahmefalle lieber die in Bezug auf die benutzte Form 

* ' ' mit -I- s= — 1 zu bezeichnende und mit einer Grenzlinie zu- 



C^ - ^' - ':) mi 
V2, - 4, - 1/ 



sammenfallende Verbindungslinie der auf den beiderseits folgenden Rftndem 
gelegenen Punkte 

iV = .8, ~ 40, - 3v -— ""d iV = 8, - 40, - 3. _ _ 
\0, - 6, -20A^^^' '^ \0, - 6, -20^^' ^' ^^ 

durch stärkeres Auftragen angegeben. Bei dem Gebiete von 

a = 3 = (^' ""J' ""^)(1,0,0) feilt der die Punkte j^ und i verbindende 

Rand —r- = — 1 init keiner Grenzlinie zusammen , ich habe dafür eine 

andere diese Punkte verbindende Grenzlinie stärker au%etragen. Ausser 
den sich auf Linien beschränkenden und den schon erwähnten kommt noch 
ein Gebiet eines positiven Coefficienten a in der Fig. 1 vor, nämlich des von 

Anstatt mittels der EintheUung der ganzen Hyperboloidsschale in 
die vielen kleinen Felder suche ich jetzt unmittelbar die Existenz und gegen- 
seitige Lage der wenigeren Gebiete positiver Coef&cienten A und a auf. 
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Da die Substitution 



zu der 



10 
ff. 1 



1 



a. 1 



adjungirt ist» so 



1 —«1 — «f 
10 

] 

sind F(— «1, 1, 0) < 0, F(— a„ 0, 1) < 0, wenn/(l, «j, «0 > ist; also 
ist) wenn A > ist, auch jP(1, + 1, 0) < fiQr das obere oder untere oder 
f&r beide Vorzeichen, je nachdem es einen posiiiTen oder einen negativen 
oder einen positiven und einen negativen ganzen Werth von ai giebt, wel- 
cher mit irgend einem, wenn auch gebrochenen, Werthe von ctt verbunden 
/(l, au fh) positiv macht, und ist ebenso F(l, 0, 4I 1) «^ 0, je nachdem es 
einen positiven oder einen negativen, oder einen positiven und einen nega- 
tiven Werth von a^ giebt, welcher mit irgend einem, wenn auch gebrochenen, 
Werthe von «j verbunden /(l, «i^äi) positiv macht 

Liegt der Punkt a- im Innern des Gebietes von A, so findet je der 

dritte dieser zwei mal drei Fftlle statt, sind also f&r alle Vorzeichen ^^(1,+ 1,0) 
and F(l, 0, + 1) negativ, und da dasselbe dann f&r jede Äquivalente Form Fi 

10 
gUt, welche durch irgend eine Substitution ft^ fi^ aus J^ hervorgeht, so 

y, p, 

kann es dann keine von Null verschiedenen relativ primen, also flberfaaiq>t 
keine ganzen Zahlen i#, y geben, welche ^^(1,//, y) poaitiv machen. Wmn 

also der Punkt ^ im Innern eines Oehietes van A liegt^ so gekört er 

keinem Gebiete von a an^ und ebenso findet man, dass, wenn er im Innern 
eines Gebietes von a liegt, er keinem Gebiete von A angehört. 

Liegt dagegen der Punkt -j^ an einem Rande des Grebietes von A^ 

10 
so giebt es Substitutionen /f^ ri « mittels deren / in eine solche Squivalente 

ßr y, 

Foxm /i flbei^eht, dass es, wShrend f&r wenigstens eines der beiden V<»^ 
Michen neben o^ auch /i (1, + 1, 0) positiv ist^ keinen von Null verschiede- 
nen positiven, oder keintti von Null vwschiedenen negativen ganzen Werth 
von ttt giebt, welcher mit irgend einem ganzen Werth von ai verbunden 
A (I9 ^19 <>^t) positiv macht. Ich mache zunichst noch eine engere Voraus-^ 
Setzung, dass es nftmlich keinen von Null verschiedenen positiven, oder 

Joand ür MitiiMBattlr« Bd. LXXVIL H«ft f o. S. 
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keinen von Null yerschiedenen negativen ganzen Werth von at giebt, wel- 
cher mit irgend einem reellen ganzen oder gebrochenen Werth von ai ver- 
bmiden fi (1, ai, a«) positiv macht, oder, was offenbar dasselbe bedeutet^ 
dass bei einem der beiden Vorzeichen /i(l,ori,+ ^ keinen reellen ganasen 
oder gebrochenen Werth von ai positiv wird. Ich werde diese /Sr einen 
Rand eines Gebietes van Ä, und ebenso die analoge für einen Rand eines 
Gebietes van a gemachte Voraussetzung im Folgenden kurz die VarauS' 
Setzung V nennen. Aus dieser ^ also hier aus dem Mangel einer reellen 
Wurzel «1, der Gleichung/ (1, «i, + 1) = falgt nun F^ (1, 0, + 1) > 
und umgekehrt, und das Analoge gilt nach Vertauschung von / und J^. 

Man erkennt leicht durch Anwendung derselben Betrachtung auf die 

p^„kte ^-^^, welche, wahrend u eine Reihe von u' auf ein«ider folg«!- 

den auch die Null enthaltenden ganzen Werthen annimmt, die sftmmtlichen 
Punkte eines der Gleichung ^^ sb entsprechenden Randes des Gebietes 
von Ai darstellen soUen, dass, wenn für diesen Rand die Voraussetzung V 
erftkUt ist, diese s&mmtlichen Punkte auch Gebieten der verschiedenen Coef* 

ficienten /i (1, u^ 0) angehören , in welchen auch die Punkte jt Ki q j\ 

liegen, welche mit den Punkten \^ bezüglich durch ^e Linien 

(i + bi u 3= 0, unter einander aber durch die Linie ^^ 4I ©^ ss verbunden 
sind, und welche offenbar s&mmtlich wieder einem neuen Grebiete von 
F, (1, 0, + 1) angehören. Bleibt F^ (1, 0, — v) > für eine Reihe von t/ 
auf einander folgenden auch die Null enthaltenden ganzen Werthen v, so 

giebt es offenbar w'-v' Punkte ^ l^ q _^\ t deren jeder einem der u' Ge- 
biete der Coefficienten /i (1, u, 0) und einem der t;' Gebiete der Goe£GiGieii* 
ten jP, (],0, — v) angehört. 

Aus /i (1, + 1, Ü) > folgt nicht nur F^ (1, + 1, 0) < 0, sondern, da 



1 


— >' 




1^10 


rfc 1 1 





die 


1 


00 


1 




»» T •' 1 



der Substitution :ii 1 1 die 10 adjungirt ist, auch Fi(l, 4- 1, k)<:0 



für jeden reellen ganzen oder gebrochenen Werth v. Die Punkte p n A _y\ 
liegen also auf einem Rande des Gebietes von Oj, oder dieses ganze G^iet 
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beschränkt sich auf eine Linie, diesen Rand, je nachdem die Bedingung 
/i(}j:hhO)>0 nur f&r eines oder fDr beide Vorzeichen erfüllt ist Denn 
wenn Fx(l^'^ /iyy)>0 w&re für irgend einen positiven ganzen Werth fi 
verbunden mit irgend einem ganzen Werth ?/, so mOsste auch Fi(l^+ 1, v)> 
sein wenigstens ftlr irgend einen ;gebrochenen Werth r. Man erkennt hier* 

nach, dass för die zwei ftussersten Werthe von u die Punkte p q q J^ \ 

auf je einem Rand von Gebieten der positiven Coefficienten /i (1, u, 0) liegen, 
und dass ^e Gebiete der positiven Coefficienten /i (1, u, 0) fQr alle ausser 
den zwei äussersten Werthen von u sich auf Linien beschränken, ebenso 

analog, dass fbr die zwei ftussersten Werthe von t; die Punkte ^Kj^ q ^^^\ 

auf je einem Rand von Grebieten der positiven Coefficienten Fi ( 1 , 0, — v) 
liegen, und dass die Gebiete der positiven Coefficienten JF\ (1, 0, — v) f&r 
alle ausser den zwei ftussersten Werthen von v sich auf Linien beschrftnken. 

Wfirde sich auch eines der zweimal zwei hier ausgeschlossenen Ge- 
biete auf eine Linie beschrftnken, so wfirde dies der Voraussetzung V f&r 
die nftchstfolgenden Rftnder dieser Gebiete widersprechen. Die vier in Be- 
tracht gekommenen Rftnder dieser vier Grebiete bilden in der Art ein Vier- 
seit, dass diese Gebiete selbst, als von ihren Rftndem umschlossene Flftchen- 
stficke betrachtet, ausserhalb des Vierseits liegen. Ist u'^3, so liegen 
innerhalb des Vierseits u' — 2 Grebiete von Coefficienten /i (1, u, 0). Die- 
selben beschrftnken sich auf Linien, die weder sich unter einander, noch die 
Rftnder der zwei fibrigen Gebiete von Coefficienten /t (1, ti, 0) schneiden 
können, wie aus den Gleichungen dieser Linien (i-|-biUsO hervorgeht 
Das Analoge gilt, wenn t;'>>2 ist, bezfiglich der Linien ^i — @it; = 0, 
welche die ersteren gitterartig durchschneiden. Li dem Beispiel der Figur 1 
ist nirgends zugleich u!>2 und v' > 2, sodass diese beiderlei Linien nirgends 
zugleich vorkommen. Ffir die Auffindung fernerer Grebiete sind diese im 
Lmem eines solchen Vierseits gelegenen sich auf Linien beschrftnkenden 
Gtebiete ohne Bedeutung, wesshalb ich sie bei den spftteren Beispielen gar 
nicht mehr berflcksichtige. 

Wendet man das Betrachtete auf je die beiden Rftnder an, welche 
in den Ecken von Gebieten positiver Coefficienten A und a zusammen treffen. 



a04 £ 8€lKmf^ 

ao erkennt man, soweit die Vcraussetsung V er/SUi ist^ Folgende!: Jedee 
Eck eines Gebietes wem A ist Mugleieh ein Eck eines Gebietes vem a und 
umgekehrt Ferner: Wenn wwei einander sugekekrte Ränder vem Gebieten 
gweier Coeffdenten a wem den ewei Ecken eines Bandes eines GMetes warn 
A ausgehen^ so endigen sie auek. in den swei Ecken eines dem leteteren 
Mngekehrten Bandes eines Gebietes eines anderen Coe£ßeienten A* In Figur 1 
ist zwar der erste, aber nicht der zweite Satz allenthalben erf&llL Die Vor- 
aoaaetzang V ist i^**™lwA nicht erfldk an dem schon oben erwihnten Bande 

zwischen den Punkten } and f, weldie, wenn/i = ( ' ) gesetit 

wird, dorch a "^ A — bezeichnet werden können. Denn es 

ist 1^1 (1,0; — 1)<<0, wihrend/t(l,at, ffO ^ keinen mit irgend einem 
ganzen Werth Ton ni Terbondoien positiven ganzen Wertfa von o« posi- 
tiv wird. 

Idi behandle den Fall, dass die V<M»aasetKQi^ V erfUk ist, als die 
Regel, den gegenthäligen als Ausnahme. Ist sie nimlich bei dnem Gebiete 

Ton A fikr einen Band nidit erftUt, auf weldiem Punkte ^ ^ — ficigw, 

wihreod /(!« «s 1) :£ — 1 ist fikr alle ganzen Werihe tod «, so mnas der 
grOsste Werth, wddien/(l,ic,l) bei stetig verlDderiidiem u annehmen 
positiv, also 



«4-4 
dagegen, d» fikr den nidistg^egenen gamen Wertii n, ^ \_ i dl ^ ^^»"^ * 



/(l,ih,l)^~l ist» derselbe Anadrack' 



sein, wihrend ^<.i und ftlr — b durch die fikr die iusaeisten Wertho 
von u zu nehmende Bedingung /(l, tc, 0) ^ 1 Grenzen gmetit sind. 

Wenn die Vwaussetzung F fikr einen Band erflkttt ist, so besteht das 
besprodiene Merseit, und ist sie also fikr die vier dasselbe iHldenden Binder 
erfUtL iyoweit die VoraussHsung V gilt^ serfdUt also die HgperboUMe^ 
Mäche in won gewissen Bdndem M e ngsbme Gebiets won A, ebensolche wem m 
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und die besprochenen Vierseite. Diese Fl&cheoBtflcke schlieBsen sich alle 
gegenseitig aus and erf&llen doch ohne Lflcke die ganze Fläche. Hat man 
hinreichend weit nach allen Seiten die Gebiete entwickelt^ so mfissen sich 
froher schon dagewesene wiederholen und lässt sich die fernere Entwicklung 
auf die frohere zarOckföhren. Es ist nicht nöthig , die Formen /, welche 

Erenzungspnnkte -£ geben, so zu transformiren, dass die Formen f reducirt 

werden, welche, nachdem ihre Betrachtung die unter der Voraussetzung V 
stattfindende MOgHchkeit dieser Entwiddungen gezeigt hat, gar nicht mehr 

beachtet zu werden brauchen. Um bei Kreuzungspunkten -^^ in welchen 

numerisch d und A' mit den bei einem froheren EJreuzungspunkt -jr aufge- 
tretenen Coefficienten a und A Obereinstimmen, sofort auch Ober die nume- 
rische Uebereinstimmung der zu Grunde liegenden Formen /' und / ent- 
sdieiden zu können, transformire ich, was auch bei der Entwicklung der 
einzelnen Gebiete Ton Coefficienten A nOtzlich ist, alle auftretenden Formen 

1 
durch Substitutionen ß^ y^ so, dass (6, g^ o) reducirt ist Zur Entwiek* 

ß, u 
lung der Gebiete Ton CoefiGlcienten a ist eine vorObergehende Transforma 
tion, welche (B, G, C) redu(urt macht, oft nOtzlich. Es ist auch nicht noth- 
wendigy jedem einzelnen Bande eines Grebietes von A entsprechend mittels 
«ner eigenen Substitution die Form / in die oben angenommene Form /^ 
an Terwandehi. Denn da die den einzelnen xi^n/ betrachteten Ereuzungs- 
punkten entsprechenden AusdrOcke /i(l,tt»0) und jPi(l,0, — tf) erhalten 
werden durch in beliebiger Beihenfolge geschehende Anwendung der Sab» 



atitationen 



1 00 

u 1 
00 1 



und 



1 «1 
10 
00 1 



auf /i oder der Substitutionen 



1 — «0 
10 
Ol 



und 



100 
010 
Ol 
10 

0/»t Vx 
j»« y. 



auf jPi, so werden diese AusdrOeke, wenn vorher eine Substitution 



eingeschaltet worden ist, /(l, u/?i^ uß^ und jP(l, vß^ — vß^. 



Ich will einige Beispiele entwickeln, bei welchen, was bei geringer 
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AdzeU numerisch yenehiedeiier Gebiete ebenfidk djM Hiufigste iit^ die Vor- 
aasBetzung V mllentlialben erfUk ist. In den Kguren bedeuten die ge- 
Bchlftngelten Linien, von welchen je einige an Ecken znsamuMDhingeiide 
eine positive Zahl A nmschliessen^ die Binder des Gebietes dieses Coeffi- 
cienten A, ebenso die glatten die Binder der Gebiete der positiTen Coeffi- 
cienten a, die panktiiten Axen der Symmetrie. Aof den Bindern and dasb 

keine Ecken bildenden Punkte ^ ^^ und p nk —^^ besonders her- 

▼oi^hoben, ebenso auf Axen der Symmetrie die auf ihnen gelegenen Punkte 

-jr. Ich gehe in der Darstellung sogleich Ton einer derjenig«i Formen der 

gewihlten Klasse anS| von welcher ans sich die stattfindenden Synmietrieen 
am einfachsten darstellen, in dem Beispiel der Figur 3 von der Form 



/-(.. 



1,-2,-2 



\. Der Punkt | 



^^ö^) gehört mit den Ponkten • 



-^^'^ und i « ^^^^Ai) eioem Gebiete TOD A » 3 an. Da/dorehdie 



entsprechenden 



Determinante 



1 00 

1 —1 1 

10 1 

:— 1 

1 sem soll, i-1 1 — 1 



und 



und 



10 
1 0—1 
1—1 

— 100 

— 1 1 

— 110 



oder, wenn die 



m 



■dbafcOber» 



: 00—1 

geht, so ericennt man bereits öne drotfaeilige Symmetrie, and sogar 
eine sechstheilige, da jeder der drei symmetrischen RSnder wieder in sich 
selbst seinen iwei Enden zu symmetrisch ist Da die a4jan(prte Form 

^/ S* 2, S| ^ ii'(i^O, 1) and, wie hiemadi schon aas der gefun- 



denen Synunetrie folgt, für F (1, 1, — 1) positive Weithe ^ebt, ist f&r die 
twei vom l^unkte jp>)' ^ S ausgehenden RSnder die Voraussetsung V er- 



fnllt. Da aus F durch jede der beiden Substitutionen 



di(t Ponu I ^ ^ ^ entsteht, weldie durdi die 



1 OU 

10 

1 1 



and 



10 

11 1 
— 10—1 

10 
1 — 1 — 1 
1 
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in sich selbst übergeht, so erkennt man, dass das Grebiet von assslsss/ (1,0,0) 
ausser der durch den Punkt p/^ q qn gehenden Axe der Symmetrie noch 
d urch eine andere solche Axe durchschnitten wird, welche die erste in einem 
Mittelpunkt viertheiliger Symmetrie, dem Ereuzungspunkt y^^ ^ qv schnei- 
det. Dieses Gebiet hat demnach sechs Ecken, nämlich in der Reihenfolge, 
in welcher sie mit einander durch Ränder verbunden sind, die Punkte 

1 1 1 1 1 1 

^0,0,0y F(1,0,1)' /'(l,!,!)' F (1,2,0)' F (1,2,-1)' F (1,1,-1) 

Von den an die Ränder des Grebietes von A ass 3 sich anschliessenden Vier- 
selten sind nadi den bekanntet Symmetrieen bereits je die vier £cken be- 
kannt, nämlich z. B. zu den zwei Ecken p\^ q qI und p ^j* q qI die natflr- 

lieh ebenfalls zu einander symmetrischen p ^^^ q A und jg^n^o' IV M*^®'^ 

kennt, dass auch ftki die diesem Vierseit nicht angehörenden von diesen neuen 
Ecken ausgehenden Ränder die Voraussetzung V erfüllt ist,, da z. B. die 



durch die Substitution 



1 

00 




1 



aus / hervoi^egangene Form | ' * j. 



welche, wie schon gesehen, durch die weitere Substitution 



1 —1 
1 
Ol 



zudem 



folgenden Eck p^-j^ ^ j\ des Gebietes von a=/(l, 0, 0) fahrt, auch durch 

100 

eine Form mit positivem ersten Coefficienten giebt. 



die Substitution 



1 
— 1 1 



2 2 1 

Diese Form | ' ' ) ergiebt eine neue Axe der Symmetrie, und man 

ist nun mit der nöthigen Zahlenbetrachtung bereits zu Ende. Da bei nume- 
rischer Uebereinstimmung zweier Formen wie die früher betrachteten Felder 
so auch die Grebiete, ihre Ränder und Ecken flbereinstimmen mflssen, so 
erkennt man das durch Figur 2 Dargestellte. Die sechs Schnittpunkte der 
sechs angegebenen Axen der Symmetrie sind Mittelpunkte vierfacher Sym- 
metrie, was durch die gewählten rechten Winkel angedeutet werden soll. 
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wie iii anderen Beitspielen il-fache Sjrmmetrie durch die Winkel -r-. Denkt 



man sich die Zeichnung so in sich verschoben, dasa zwei solche auf ein* 
ander senkrechte Axen gerade . Linien werden, so hat man keine Schwierig- 
keit, die Vervierfachung der Figur sich vorzustellen, und dasselbe lässt sich 
an je zwei sich schneidenden an der Grenze der erweiterten Figur liegenden 
Axen ausfahren. Von der sechsfischen um den Mittelpunkt der Figur herum 
stattfindenden Symmetrie habe ich der Uebersichtlichkeit wegen keinen 
Grebrauch zur Verkleinerung der anzugebenden Figur machen wollen. 

FOr zwei andere Beispiele mögen ^e Figuren allein (8 und 4) ge- 
nügen, in welchen ich noch zu aussen gelegenen Punkten --r die Formen 

( / ,\ beisetze, welche in denselben j^sstsasO geben, wogegen dann cUe 

besondere Angabe von A und a wegfallen kann. 

Fflr die Stellen, an welchen die Voraussetzung V nicht erfbllt ist, 
könnte ich einfach auf die ursprOngliche Methode der Eintheilung in Felder 
verweisen. Doch Iftsst sich auch über diese hinweg die Entmcklung in der 
zuletzt gebrauchten abgekfkrzten rein arithmetischen Art fortführen. Ich 
werde mich nur dieses Rfickhaltes wegen kurz fitssen, und die entlegensten 

AusnahmefUle nicht verfolgen. Sind a und A positiv, und ist der Punkt -^ 

ein Eck des Gebietes von A, von welchem der die Punkte "^ — för 

O^u^u' enthaltende Rand desselben ausgeht, wShrend es keine Punkte 

x* ^^ niit negativem Werth von a^ verbunden mit irgend einem von ai 

in dem Gebiete giebt, und ist F(l, 0, 1)<:0, also die Voraussetzung F nicht 
erfEÜlt fOr diesen Rand, so existirt also das oben besprochene sich an den 
Rand nach aussen zu anschliessende Vierseit nicht, dann ist also auch Ar 
den diesem Rande zugewendeten Rand des Grebietes von a, welchem, wenn 

überhaupt ein solches vorhanden ist, der Punkt -^ als Eck angehört, die 

Voraussetzung V nicht erfüllt, ebenso für den dem letatbetrachteten ange- 
wendeten Rand des neuen Gebietes von A', welches, wenn überhaupt Tor- 
handen, den Endpunkt des letztbetrachteten Randes als Eck hat, n. s. w«. 
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Offenbar giebt der Inbegriff aller dieaer auf einander folgender R&nder von 
abwechselnden Gebieten verschiedener A und a eine fortlaufende Grenze, 
ttber welche nach einer Seite zu hinaus die Voraussetzung V nicht erfQllt 
ist. Ein in jßetracht kommendes Gebiet kann hier auch in eine Linie dege- 
neriren, welche uatQrlich nach zwei entgegengesetzten Seiten zu als Rand 
desselben anzusehen ist. Es ist dann möglich, dass nur nach einer Seite 
oder wie in dem Beispiel der Figur 5 bei dem Gebiet von As=12 nach 
beiden Seiten dieses Randes zu die Voraussetzung V nicht erfüllt ist. Im 
letzten Falle bildet dieser Rand nach beiden Seiten zu eine Grenze der be* 
sprochenen Art. Eine solche Grenze findet man auch dann, wenn sich an den 
Endpunkt eines der betrachteten Rftnder gar kein neues Gebiet anschliessen 

sollte, indem man nämlich, wenn, wie z. B. bei der Form (IT J .) 

\ — 22, 2, 1/ 

. , ,. .^ .1586, —2028, — 1981x ,. t? j u^ « • /^ 

mit der adjungirten ( ) dieser Endpunkt t- einem Ge- 



biete von A angehört, und die Bedingung jP(I, u^ r) :> nur für ^ = i/ ss 
erftült ist, den von diesem Punkte ausgehenden folgenden Rand des Ge- 
bietes von A verfolgt. Bei dieser fortlaufenden Grenze kann nun erstens 
der Fall eintreten, dass sie in der Art in sich zurückläuft, dass die Gebiete, 
zu welchen die einzelnen Ränder gehören, ausserhalb der geschlossenen 
Linie liegen. Dieser Fall tritt in dem Beispiel der Figur l ein, wo die be- 
züglichen Ränder, deren Gesammtheit erst nach der nach links oben anzu- 
fügenden Ergänzung auftritt, und von welchen einer schon oben besprochen 
wurde, ein abwechselnd aus Rändern von Gebieten positiver Coef&cienten 
A und a bestehendes Sechsseit bilden. Der analoge Fall tritt ein in dem 
in Figur 5 durchgeführten Beispiel, welches keiner näheren Erläuterung 
mehr bedarf, und in Figur 6, bei welcher jedoch eine Seite des Sechs- 
seits, ein Rand eines Gebietes von a sk 0, in unendliche Entfernung 
flült. Bei den oben gemachten Annahmen ist von zwei vom Punkte 

-^ ausgehenden, Punkte jp.^ v tragenden Rändern des Gebietes von 
a dem die Punkte a ~ tragenden Rande des Gebietes von A offenbar 
derjenige zugekehrt, in welchem das Verhältniss — der zwei nothwendig 
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positiven Zahlen /f, r, welches ftkr diesen Rand anter der Voraussetzang V 
gleich Null wäre, das kleinei'e ist. 

Da das von der in sich zurücklaufenden Grenze, in den angefahrten 
Beispielen einem Sechsseit, eingeschlossene Flftchenstfick ebenso unbeachtet 
bleiben kann, als im Falle der Voraussetzung V das besprochene Vierseit, 
so sieht mah, dass der betrachtete Fall kein Hindemiss in der weiteren Ent- 
wicklung der Gebiete dartietet. Zweitens kann nun die besprochene Gb^nze 
auch beiderseits ins unendliche gehen, sodass natürlich numerisch Oberein* 
stimmende Formen periodisch an der Grenze wiederkehren. Für diesen Fall 

führe ich die Formen ( * ' | an, in welchen, wenn 4r<*<ff 

ist, nur die abwechselnden Substitutionen 110 und 10 abwechselnd 



100 




1 1 


1 1 


und 


10 


1 




1 



neue positive Werthe an die Stellen von a und A bringen. 

Drittens kann die besprochene Grenze so in sich selbst zurücklaufen, 
dass die Gebiete, an deren zusammenhängenden Rändern die Ausnahme 
stattfindet, innerhalb der geschlossenen Linie liegen. Die Anzahl dieser 
Gebiete kann auch eins sein, dasselbe kann sich auch auf eine Linie be- 
schränken, endlich kann es sogar einzekie Punkte -^ von der Art geben, 
dass /(l, tf,, as) nur für ai = a,=:0 und jF(1, //, v) nur für ju = y = 

44 ^ 47 — 47\ 

positiv sind, wofür als Beispiel die Form / ' ' ) mit der adjun- 

/ 1809, — 2069, ^ 2069\ ^. * ' 

«Prten (_ g^g^ g^^ J dienen möge. 

Um nun, wenn ^JliJh^ die einzelnen Punkte eines Randes eines 

A 

Gebietes von A sind, zu welchem für keinen mit irgend einem Werth von 
«1 verbundenen negativen Werth von a^ Punkte /v^ ^u 5fj gehören. Ober 

diesen Rand hinaus die Entwicklung fortzusetzen, wenn auch für denselben 

die Voraussetzung V nicht erfüllt, wenn also F (1, 0, 1) <C ist» wende man 

jÄ i, 
auf F aus den nach ü. b), S. 155 zu findenden Substitutionen 10 

p v^ 
von der Determinante 1, welche F(]ij0^v)^l, F (l^^ 0, v«) ^ -^ 1 machen, 

diejenige die kleinsten . positiven Coefficienten besitzende an, durch weiche 
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/(ys»«i> — Af) ftkr irgend einen ganzen Werth von «t positiv wird. Die 
hiedurch aus jP entstehende Form bezeichne ich nut F\ SoUten zu dem 
beabsichtigten Ziele, welches in der Regel nach dem ersten Schritte erreicht 
sein wird, keine kleineren Coef&cienten l, i/, x,, y^ hinreichen, so doch jeden- 
&Us die kleinsten nach S. 197 zu findenden, welche mittels einer Substi- 

die Form (^ / ^ in die T ^ , / f) verwandeln. 



tution 



«1 1 



— i. 



l 



Die Reihe der Substitutionen 



1 1 
1 
1 



zusammengesetzt ist, schliesst mit der 



10 
und 10 

1 1 
1 1 
10 
1 



, aus welchen die 



Ä Ä, 
1 
y v. 



, weil nur durch diese die in 



/(^'99 «D — ^) vorkommenden Zahlen y^^ k^ geändert werden, und die Be- 
dingungen fQr F(j.j0^v) und FQ^^O^v^ nach jeder der einzelnen Substi- 
tutionen erftült sind. Hieraus folgt, dass i^' (1, 0, — 1) < und /'(l, w, v) < 
ist für alle mit ganzen Werthen von u verbundenen positiven ganzen Werthe 
von V. Denn, wenn t; nicht grösser als die Anzahl p der Substitutionen 

1 1 

1 ist, welche zum Schlüsse angeltlgt worden sind, so folgt dies daraus, 

1 

dass ausserdem schon ftkr kleinere Wei'the von p die Bedingungen erfQllt 
gewesen wären, wenn aber v> p ist, daraus, dass die auf jP angewandte 



Substitution 



AO i. 




1 0- 


— V 


1 


• 


1 





y »-, 







1 



dann einen positiven dritten Coefficienten 



hervorbringen würde. Giebt es wenigstens zwei Punkte ^^ *^*^ ^ so ge- 
hören also diese Punkte wieder einem Rande an, für welchen die Voraus- 
setzung V nicht erfüllt ist, also wieder einer Grenze der besprochenen Art. 

Sollten zwischen diesen Rand und den ursprünglichen, die Punkte ^^ ^^ — ^ 

enthaltenden noch andere Gebiete eingeschoben sein, was sich am Einfachsten 
durch Betrachtung der auf der Linie ri^s^i) aufti*etenden Felder entscheiden 
lässt, so hätte sich schon eine nähere Grenze finden lassen, indem man an den ge- 
eigneten Stellen Substitutionen eingeschaltet hätte, welche auch an die Stelle 
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▼on b andere Goeffidenten gebracht h&tten. Eine nähere Betrachtung dieses 
Falles, sowie desjenigen, in welchem es ausser f&r lissO keinen Punkt 

tpffl n a\ S}^^^ welcher Fall wieder in der Regel gegen den anderen keinen 

wesentlichen Unterschied begründet, fibergehe ich, indem ich auf die all» 
gemeine auf die Feldereintheilung gegrfindete Methode verweise. 

Ob nun die neue Grenze in ihrem ga^izen Verlauf der alten gegen- 
über liegt, oder ob anderen der Ränder, aus welchen sie bestehen, wieder 
auf dieselbe Weise zu findende Ränder anderer Grenzen gegenfiber liegen, 
immer wird man die Gruppen von Gebieten, welche zwar wie durch StrOme 
von einander getrennt sein, aber nach Bedfirfhiss wie durch BrQcken ver- 
bunden werden können, so weit entwickeln können, bis alle neu auftreten« 
den Formen mit schon dagewesenen numerisch fibereinstinmien. 

e) Die Transformationen der Formen in sich selbst. 

Ausser den schon in IV. b) betrachteten Substitutionen, welche bei 
einer reducirten Form / nur möglich sind, wenn ihr Feld mit sich selbst 
nach einer Vertauschung unter oi^b^c^d oder mit einem unmittelbar be- 
nachbarten zusammenfällt, giebt es immer noch unendlich viele Substitutionen, 
durch welche f in sich selbst übergeht, indem durch jedes neue Feld, für 
welches eine mit f numerisch übereinstimmende Form reducirt ist, eine neue 
solche Substitution bestirrmä wird, welche gewissermassen einer Verbindungfih 
linie zwischen dem ursprünglichen und dem neuen Felde, oder wenn man 
anstatt der Felder nur analoge ELreuzungspunkte betrachtet, einer Verbin» 
dungslinie der zwei Ereuzungspunkte entspricht. Da die ganze Hyperboloida- 
schale ohne Lücke durch die unendlich oft zu wiederholenden in IV. c) und 
d) besprochenen und gezeichneten Figuren bedeckt ist, so kann eine Ver- 
bindungslinie zwischen einem äusseren Ecke einer solchen Figur und einer 
Wiederholung desselben aus den Grenzlinien dieser Figur und ihren in ge- 
eigneter Reihenfolge und Richtung zu nehmenden Wiederholungen gebildet 
werden. Die entsprechende Substitution kann also zusammengesetzt werden 
atAS Substitutionen von der m IV. b) besprochenen Art, welche der Ver- 
taoschung analoger Feldergrenzen oder dem Ueberschreiten von Axen der 
Synmietrie entsprechen, und den wenigen Substitutionen P, Q, Rj S,.. ., 
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welche den äusseren Grenzlinien der Figur entsprechen^ und von welchen, 
da diese Grrenzlinien ein Polygon bilden, auch noch mindestens eine durch 
die übrigen ausgedrückt werden kann. 

G-eometrisch würde sich nun die Frage darbieten, wie diese Ver- 
bindungslinie aus der geringsten Anzahl der genannten Stücke zusammen- 
gesetzt werden kann, wobei die verschiedenartigen Stücke entweder gleioh 
2u behandeln wären, oder etwa so, dass vor Allem die Stücke einer Art 
in möglichst geringer Anzahl eintreten sollen, dann die einer zweiten io 
möglichst geringer Anzahl u. s. w. Dieser geometrischen Frage entspricht 
genau die nach der Zusammensetzung der zu betrachtenden Substitutionen 
aus den genannten einzelnen Substitutionen P, Q, if, jS, . . . Da jedoch 
nicht nur die Art der möglichen Symmetrieen, sondern auch die Anzahl 
der Substitutionen P^ Qj R, Sj . . . in den einzelnen Klassen verschieden 
ist, so ist es nicht wohl möglich, den wünschenswerthen Ausdruck, welcher 
jede mögliche der gesuchten Substitutionen ein und nur einmal giebt, ganz 
im Allgemeinen aufzusteUen, w&hrend seine Aufstellung in jedem gegebenen 
Falle keine Schwierigkeit hat. 

Ich will deshalb diesen Ausdruck nur für die einzelnen im Bis- 
herigen behandelten Beispiele aufstellen. In Figur 1 werde mit P die aus 

,1 1 Ol 
zusammengesetzte Substitation > 8 4 1 bezeichnet^ durch 

l' 

wdche di. F.™ /= ('^ -J;-J) in d» /, - (^ " ^- "' 

welche der unten rechts gelegenen äusseren Grenzlinie entspricht, die den 



1 


1 


1 1 


S 1 


und 


1 


1 




1 



6\ 

q) abergeht) und 



Punkt ^ 





— mit dem 

A 



20 



1 
10 
101 


• 


1 1 
10 
1 


. 


1 00 

10 

1 1 


' • 


1 *2 
10 
1 



7^ verbindet. Mit Q werde die aus 
Ai 

2 5 
entstehende Substitution 



1 
3 8 



bezeichnet, 



welche vom unteren zum oberen Endpunkte der rechten ftussersten Grenst» 
linie, zu dem, wenn f = / ' ' ) gesetzt wird, mit ^ = tt 



zu b^ 



leichnenden Punkte ftihrt. Die vom Punkt ^ == 7-^ 

«0 A] 



nach links fahrende 



imsere Grenzlinie, welche nicht in einem so hervorragenden Punkte endigt» 
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aiuidrotüektn Fi 



getragen and bezeichne mit R die wask 



denke ich mir nach Uebenchreitm^ der Symmetrieaxe, durch weifte sie 
geschnitten wird, der stattfindenden Symmetrie gemiss noch einmal aul^ 

101 100 —1 00 
010 . 010 . — 10 
001 101 —1 Ol 

— 4 5 

— 1 ü 

— 3 4 

■ ,. o, -TT föhrt Ebenso 
^i (4, 0, -5) 



1 




1 


— 1 


1 


• 


1 





-1 1 




00 


1 



Punkt — 
20 



zusammengesetzte Substitution 



-^ zu seiner Wiederholung — s= - * ^^ ^ 



, welche vom 



denke ich mir die vom Pwikte 



SO A' 



nach links führende ftusscre Grenz- 



linie verdoppelt, und bezeichne mit 5 die auä 



10 
110 
00 1 



— 110 
10 
0—1 



1 00 

— 1 10 

001 



zusammengesetzte Substitution 



—2 1 

— 8 2 

0—1 



welche vom Punkt — 

20 



A' 



zu 



8 



semer Wiederholung, dem Punkt — 



/(2, 8, 0) 



führt. Die der vier- 



20 F(2, — 1, 0) 
fachen um den Durchschnittspunkt der zwei noeh fibrigeo Grenzlinien 
stattfindenden Symmetrie gemftaa vervier&chte Figur ist nmi blos von 
viererlei, den vier Substitutionen P, Q, R^ S entsprechenden Linien, welche 
ich auch selbst mit den Buchstaben P^ Q, Rj S bezeichne, begrenzt. L&ngs 
des Randes dieser vervierfeushten Figur gelangt man von dem Punkte 
12 _ 
6 "■ 

29 — 5—16 

00 — 11 — 80- , welche sowohl dem Durchlaufen der eioen als der ande- 

86 _ 6—19 

ren Gruppe von sechs dahin fahrenden Grenzstficken entspricht, welche 

- 18 8 5 



— aus zu dem diametral gegentkberliegenden durch die Substitution 
A 



nämlich, wenn ich P. E. P"* 



mit r und Q. & Q-* 



— 86 8 15 

— 12 8 4 

Denkt man sich die Linie P Ober ihren Endpunkt hinaus fortgesetzt, 
tfidum man der an der Linie R stattfindenden Symmetrie gemftss die bis- 



— 17 2 10 


— 24 2 15 


24 8 14 



mit ü bezeichne, sowohl == T*ü dls = Ü*T sein muss. 
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herige Figur wiederholt, so ist zunächst die Substitution 



— 10 
1 
— 1 



anzu- 



!? ' ) dieser Symmetrie gemäss in 

sich selbst übergeht. Die Substitution P~' ftlhrt dann zur nächsten Wieder- 

12 
holung des Punktes — , sodass man für die Form / die natürlich sich selbst 



redproce Substitution 



erhält, durch welche sie in sich selbst 



— 7 2 

— 24 7 
-1| 

übergeht. Will man auch den letzten Endpunkt überschreiten, so hat man 
noch der an der Linie Q stattfindenden Symmetrie gemäss die Substitution 



— 10 
Ol 
— 1 



beizuf&gen, sodass man im Ganzen die Substitution 



7 2 

24 7 

1 



et^ 



hält, durch welche / in sich selbst übergeht, genau dieselbe, zu welcher 
die Anwendung der Vorschrifken von II. b auf die Form (12, 0, — l ) ge- 
führt hätte. Ich bezeichne dieselbe mit V. Bei weiterem Fortgang auf 
der Linie P findet natürlich vOUige Congruenz mit dem Ursprünglichen 

^ / (7, 24.^ . ^^^ .^ 



12 
statt insbesondere geht von dem Punkte — 





12 a 

-^ss— nach ein und derselben Seite der Linie P hin eine Linie Q ab, 

A 



nach der andern Seite, nachdem die dem Ueberschreiten der Linie P entr 

— 1 
0-10 
Ol 

Linie Q« Zu allem von P Gesagten gilt das Analoge Von d Die Sub* 



sprechende Substitution 



angewandt worden ist, ebenftdls eine 



stitution Q 



— 1 
0—10 
Ol 



bezeichne ich mit TT. Man hat 



-1 
• Q-i . 0—10 

Ol 

sich nun nicht nur die ursprünglichen Linien P und Q beiderseits ins Un- 
endliche fortgesetzt zu denken, sondern auch ebenso die unendlich vielen 
dieselben kreuzenden Linien Q und P, dann die doppelt unendlich vielen die 
letzteren kreuzenden u. s. w., sodass man ein Linien system erhält, welches 
gewissermassen einem in Luft und Erde in der Art verssweigten Baume 
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gleicht, daBs der Stamm sowohl als jeder Ast von unendlich vielen discreten 
Stellen aus, durch welche derselbe hindurchgeht, je zwei neue Aeste nach 
entgegengesetzten Seiten aussendet, und dass kein Ast mit irgend einem 
andern in Berührung kommt, ausser dem, aus welchem er entspringt, und 
denen, welche aus ihm entspringen. Der Vergleich hinkt nur insofern, als 
bei mir Alles in einer der Hyperboloidsschale entsprechenden Fl&che liegen 
soll, und als die Aeste von zweierlei Arten V und W sein müssten, so dasa 
die der einen nur solche der anderen Art aussenden. Da die Verzweigung 
allerseits ins Unendliche tbi*tgeset2t werden soll, so lässt sich durch die 
geeigneten und zulässigen Verschiebungen jedes einzelne StHck der einen 
Art mit jedem derselben Art zur Congruenz bringen. Von jedem Punkte 

des Systems giebt es zu jedem anderen Punkte desselben einen und nur einen 

12 a 

Weg. Entsprechend giebt es von jedem Punkt«, z. B. von dem — acr — 

12 . 

zu jedem anderen - dieses Systems eine und nur eine Substitution, ab- 
gesehen von den zulässigen, dem Ueberschmten der Linien entsprechenden 
Zeichenwechseln ganzer Vertikalreihen. Diese Substitution ist enthalten in dem 
Allgemeinen Ausdruck F^ . FF"-. F*- • TF*^ . . . F^- • TF% welchen ich mit E 
bezeichnen will, und in welchem die Exponenten beliebige positive oder ne- 
gative ganze Zahlen, t^o ^^^ ^n auch Null sein können. Durch E ist noch 
keineswegs der allgemeinst« Ausdruck aller Substitutionen gegeben, durch 
welche Oberhaupt / in sich selbst Obergeht, denn je von den Mittelpunkten 
der sämmtlichen StOcke von der Art F gehen nach beiden Seiten dieser 
Stücke Linien R aus, welche zu analogen Mittelpunkten ähnlichen Linien- 
systemen angehörender Stocke der Art F fOhren, und ebenso gehen je von 
den Mitielpunkt4:n der sämmtlichen StOcke von der Art W nach beiden 
Seiten dieser Stocke Linien jS aus, welche zu analogen Mittelpunkt-en ähn- 
lichen Liniensystemen angehörender StOcke der Art W fOhren. Die sänmitp 
liehen hiermit neu eingefOhrten Liniensysteme stehen weder mit den 
ursprOnglichen noch unter einander in BerOhrung. Auch die von den ent- 
sprechenden Punkten derselben natOrlich wiederum ausgehenden Linien R 
und ä verbinden nicht zwei dieser Liniensysteme unmittelhar, sondern. 
fOhren wieder zu neuen ähnlichen Liniensystemen, jetzt aber nicht m 
lauter verschiedenen, wie die Betrachtung des oben besprochenen aus Linien 



JE SetUnffj über die binären und temären quadratischen Formen. 317 

Pi fl, B^ S gebildeten ZwOlfeckes darthut. Von dem ganzen Gebilde kann 
man sich eine Vorstellung machen, wenn man bedenkt, dass das erstbe- 
trachtete Liniensystem nirgends geschlossene Polygone bildet, sondern die 
Flftche nur in unendlich viele ins Unendliche verlaufende Streifen theilt. 
Bei der nächsten oben angedeuteten Entwicklung entstehen in jedem solchen 
Streifen unendlich viele neue natürlich geeignet gekrümmte ebensolche Linien- 
systeme, die ich mit X^ bezeichnen will, nämlich je eines zu je einem Stücke V 
oder W der Begrenzung des Streifens, je nachdem der Lidex h gerade 
oder ungerade ist. Die unendlich vielen Streifen, welche jedes der neuen 
Liniensysteme X« &^ dem erstbetrachteten Streifen ausscheidet, sind natür- 
lich wieder ebenso wie dieses zu behandeln u. s. f. Dieselbe Rolle, wie 
die vollständige Begrenzung eines solchen Streifens, spielt aber auch die 
äusserste Grenzlinie eines Liniensystems Lj^, welche ja durch die erlaubte 
Verschiebung des ganzen Gebildes in eine solche Begrenzung verwandelt 
werden könnte. Von den von dieser Grenze zunächst eingeschlossenen un- 
endlich vielen Liniensystemen bt nun erst ein einziges, das ursprüngliche, 
gebildet. Das nächste nach der einen Seite zu &llt mit einem in analoger 
Weise zu Zj^i gehörenden, das nächste nach der anderen Seite zu mit 
einem in analoger Weise zu L^^i gehörenden zusammen. 

— 10 
Bezeichnet man mit 7* und J die Substitutionen 



1 
00—1 



und 



— 1 00 

0—10, und setzt y und J gleich oder 1, und, da auch T und ü 
Ol 

sich selbst reciprok sind, auch t und u nur gleich oder 1, so entsteht 
durch die Verbindung verschiedener Substitutionen E' F"^ * J^» T** ü^ ein 

Ausdruck, welcher alle Transformationen der Form l ^ n) ^ ^^^^ 

selbst giebt und zwar jede nur einmal. Nur wenn Substitutionen E sich 

1 
auf die 10 beschränken, sind Zusammenziehungen in Potenzen von 
00 1 

T* J und U* r möglich. Die in diesem Aosdruck enthaltenen Sub- 
stitutionen Ty U, Vy Wj welche auch einzeln / in sich selbst verwandeln, 
kann man auch, wie gesehen, ersetzen durch die kleinere Coefficienten 
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besitzenden Sabstitutionen P^ Q, R,&, und selbst R und S waren schon je 
durch Verdoppelung einer Strecke entstanden. 

Um das Beispiel der Figur 5 möglichst ähnlich zu behandeln, be- 
trachte ich die Form ( ' ' ) , bezeichne die vom Punkte — nadi dem 



— führende Substitution 
15 



2 1 
1 1 
00 1 



mit Q, die der verdoppelten linken ftusser- 



sten G-renzlinie entsprechende von demsdben Punkt — Ober den Punkt — 

30 12 

mit Ueberschreitung der linken oberen Symmetrieaxe zu s^er Wiedw- 

— 4 15 



holung — führende sich selbst redproce Substitution 



30 



0—10 
— 10 4 
— 11 



mit Ry 



die der verdoppelten rechten äussersten Grenzlinie entsprechende 



SO 

0—10 

— 4 11 

mit iSs w&hrend die oben mit P bezeichnete Linie wegfällt, so wird das 

— 21 20 60 
obige T^R, das obige Ü^Q-S-Qr"^ 



'— 1 



U' T, Ich setze wieder Q 



— 10 9 80 

— 4 4 11 

— 1 

1 



, und wieder T- IT 





00 — 1 



TT, so tritt 



Ol ö"*. 
i 00 —li 

an die Stelle des obigen Systems E von Substitutionen einfitoh TP*, an die 

Stelle des entsprechenden Linien^stems einfach dne beiders^ts ins 

Unendliche gehende Linie. Im Uebrigen gilt dasselbe wie oben, nur ftUt 

auch die dort mit i' bezeichnete Substitution weg. 

Die Figur S denke ich mir, um mO^ichst Ähnlich so verfidiren, um 

den Punkt — vervier&oht. L&ngs der verdoppelten untersten Gi«Dsliiue 
geht dann die Form | * ' A in sich selbst aber durch die sich selbst 



1100 
reoiproce Substitution 8 10 

00 1 



- 10 8 

— 88 10 

0—1 



110 
10 
00 1 



1 1 







1 


-1 




100 


1 





• 


1 


• 


— 8 10 


00 


— 1 







1 




00 1 



Ä, 



lusserste linke orsprOngliefae GrensUide fthrt ▼on 
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11 



^em Mittelpunkte achtfacher Symmetrie, dem Punkte -r-> ^^h, einem 
Mittelpunkte sechsfacher Symmetrie, welcher, was auch in früheren F&Ilen 



a 
1 



nicht störte, kein Punkt -7- ist Er ist ein Spaltungspunkt t =: n = des 



Feldes der durch die Substitutionen 



1 


00 




— 10 





— 1 1 


and 


-1 1 


1 


-1 




— 1 1 



in Bich selbst 



fibergehenden Form Cy * j. Die dieser Glrenzlinie entsprechende 



Substitution ist 



10 
2 10 
2 1 



1, 

1 1 1' 

1 j, oder, wenn man, um die angegebene Form 

00 1| 

1 OOi !1 1 

1 Ol beifügt, die 12 1 2 
—1 li 2 —1 8 

mit Q bezeichne. Dem Ueberschreiten der obersten Grenzlinie in der ge- 
inchneten Figur, dem Uebergang in den zweiten Sextanten, entspricht 

— 10 



zu erhalten, noch die Substitution 



, die ich 



dann die Substitution 



11 



Von dem ursprOnglichen Punkte -r ge- 



— 10 1 

— 1 1 

langt man nun zu seiner ihm in der yenrierfachten Figur diametral gegen- 
flber liegenden Wiederholung auf zwei Wegen, welchen, wenn ich wieder 



iZsr T xmd Q 



— 100 




— 12 3 2 


— 1 1 


•Q-* = 


— 88 8 6 


— 110 


. 


— 22 6 8 



U setze, wieder die mit 



«naoder identischen Substitutionen T- U und U' T entsprechen. In daa 
dem bisher mit E bezeichneten analoge Liniensystem tritt auch hier wie 
im vorigen Beispiel nur eine einfiache Linie, die Q^ ein. Dieselbe geht 

aber hier von jedem Punkte y '"^^ nancii vier, von dem genannten Spal* 

tongiqinnkte und seinen Wiederholungen aus nach drei Richtungen hin, und 

1 00 
mne Substitution E entsteht offenbar, wenn ich die Substitutionen 



— 10 
I 
00—1 



— l 00 
0—10 
1 



— 1 



und 



0—1 1 
1 —1 



mit S, r, J und yi be^eidine, 



0—1 
O-'l 

und <y i^neh 1 oder 8, ^, ^ und X gleich oder 1 setze, durch di« Zosammen- 
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Setzung verschiedener wie jy J^ ji^ Q 2° Qr^ gebildeter Substitutionen und 
schliessliche Beifügung noch einer Substitution 1"'^ J^ AK Auch hier wie 
beim ersten Beispiel hat dieses Liniensystem die Eigenschi^ dass bei auch 
ins Unendliche fortgehender weiterer Verzweigung die einzelnen Zweige 
niemals später wieder zusammentreffen. In den unendlich vielen Fl&chen- 
streifen, in welche durjch dieses System die Flftdie getheilt wird., li^eli 

auch hier wieder neue solche Systeme, da ja von jedem Punkte — in je- 
dem der vier an ihn stossenden Streifen eine Linie R ausgeht. Aber, wie 
die betrachtete vervierfachte Figur zeigt, liegen der ganzen Begrenzung 
eines solchen Streifens nur die ftussersten Linien ein und desselben anderen 
solchen Systems gegenflber. Wie oben lassen sich diese äussersten Linien 
zusammen auch selbst wie die Begrenzung eines solchen Streifens ansehen. 

Ein AusdiMick, welcher alle Transformationen der Form ( * ' j i 



m 



sich selbst giebt, ist also jedenfalls der Ei > R • E^ * R • E^* R* • • • , weldier 
noch durch die Eigenschaft T'ü= U* T in eine solche Grestalt gebracht 
werden kann, dass er jede Substitution nur einmal giebt, indem man, so 
oft in einer Substitution E die letzten Factoren A Q 2 Qr^ sind, also 
zusammen ü geben, den Factor R vor diese Factoren rQcken kann. 
Wenn h — 1 auf einander folgende Substitutionen E ein&oh T 
sind, so tritt natOrlich die Ate Potenz der Substitution R • r ^x 
10 8 



88 10 
1 



auf. 



,8,-1,-r 



Bei der Form / ' ' ) Fig. 4. reicht ausser den der achtfachen 

Symmetrie derselben entsprechenden Substitutionen I\ J und A eine ein- 
zige der verdoppelten ftussersten rechten Grenzlinie entsprechende sich selbst 

— 2 1 

reciproce Substitution T 



(10 
1 1 
1 



1 



— 11 
Ol 
00—1 



10 
— 110 
00 1 



— 8 2 
00—1 



hin, um einen allgemeinen Ausdruck für die Transformationen dieser Form 
in sich selbst zu bilden. Dieser Ausdruck, welcher einfach durch ZusaiiH 
mensetzung verschiedener Substitutionen rr J^ A^ T entsteht, Iftsst doh in 
solche Gestalt, dass er jede Substitution nur ein mal giebt^ durch Benfltzong 
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des Satzes bringen, auf welchen die zwOlftheilige Symmetrie am Punkte— 

hinweist) dass nämlich die sechsmalige Wiederholung der Substitution T*A 

2 0—1 
s=5 8 0—2 Identität giebt Wollte man mit den bei den bisherigen Bei- 
JO 1 

spielen betrachteten Liniensystemen E das gegenwärtige aus den Linien T^ 
von welchen je vier in einem Punkte zusammenstossen , gebildete ver- 
gleichen, so würden also hier von den von einem Punkte ausgehenden 
Stücken je die dritten einander zugelegenen wieder mit einander ver- 
wachsen sein. 

Substitutionen wie die bisher mit E bezeichneten giebt es offenbar 

für jede Form y? ' J. Ein Beispiel einer Klasse, in welcher keine solche 

Form vorkommt, ist das in Fig. 2. behandelte. Ich bezeichne jetzt mit / 

2 0—1 



die durch die Substitution 



1,-2,-2 



1 
— 1 




1 



aus der oben mit / bezeichneten 



( ' ^ ) hervorgehende Form /"/ "/ ), und suche ihre Trans- 



formationen in sich selbst. Die Substitution R 



— 10 

— 11 
0—1 



ftlhrt von 



dem Punkt — 



f (1, 0, 0) 



zu dem jenseits einer nicht gezeichneten Sym- 



F (1, 0, 0) 

metrieaxe gelegenen symmetrischen Ponkty «^^^-^ und von diesem 

2 

XU dem auf dem gezeichneten UmfSimg der Figur folgenden Punkte -ä 



fahrt die Substitution S 



1 

10 

1 1 



— 1 —1 2 




10 


1 


0—10 




10 


s=s 


0—11 




— 1 1 





— 3 —1 2 
0—10 

— 4 —2 8 



Die Figur zeigt, dass die Substitution R • S nach dreimaliger Anwendung 

— 1 00 

Identit&t giebt. Bezeichnet man die Substitutionen 



— 1 —1 
10 
0—1 



0—10 
Ol 



und 



welche dem Ueberschreiten der zweierlei gezeichn^en 



enthält, unter welche noch Verbindungen von R und S allein ein- 
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Symmetrieaxen entsprechen, mit J und ^, setzt (f und (p ^eicb 
oder 1, und f&gt in allen möglichen Reihenfolgen Substitutionen 
£, S und J^j 4^9> zusammen, so erh&lt man hierdurch einen Ausdruck fiBr 
alle Transformationen der Form / in sich selbst Die Relationen B J ^ 
j R^ S<P = ^S, J4^ = 4»J, Ä» = S' = ^==**=1 zeigen, dass 
man die Substitution J immer so weit von rechts nach links schieben 
kann, bis sie unmittelbar nach S, ebenso die 4», bis sie unmittelbar nach 
R zu stehen konmit, sodass dann der ganze Ausdruck ausser dem Anfimga- 

1101 

fftctor ^^*v nur noch positive Potenzen von Ä*= 120, SJ 

00 1 
8 12 

10 
4 2 8 

gestreut sein können, von welchen aber wegen der Relation (fi Sf ^^ 

1 

10 alle ausser R^S^RS^SR^RSR entfernt werden können. 
1 

Diese Beispiele werden hinreichen, die schon bei den einfiEudisten 
Formen auftretende Mannigfiadtigkeit zu zeigen, welche mir die Au&tellang 
einer alle zugleich umfeuMenden Formel zur Zeit unthunlioh eracheinen 
lAsst, womit ich nicht Iftugnen will, dass eine gewiss Classification mOglich 
wftre, welche jedoch viel complicirter sein wird, als die analoge u. A. die 
Kiystallsysteme gebende Classification bei den positiven Formen. 

In den schon angefahrten Abhandlungen von Hm. Hermit$^ dem EoIf* 
decker der röduction continueUe, ist als Satz I S. 812 (dieses Journal 

\^ ß r \ 

Band 47) ausgesprochen, dass, wenn durch die Substitution S^m \a^ ß^ f^ 

a 

die Form / in sich selbst abergeht, die Gleichung 



a 
a 






eine Wurzel ^i «» 1 besitzt, oder, was dasselbe ist, dass die Summe der Ele- 
mente der Hauptdiagonale der gegebenen Matrix ce + /9i + /§ l^eioh isl 
der analogen aus Elementen der Matrix der a^jungirten oder der invenmi 
Substitution gebildeten Summe. Ein einfMsher nur durch Drocklehler ent* 
•tellter Beweb wurde von Hm. Cayhy (dieses Joum. Bd. 50 S. S91) gsgeben« 
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Ein anderer Beweis wurde von Hm« Bacfimann (dieses Joum. Bd. 76 S. 335) ge- 
geben, ein anderer würde sich auch aus meinen Entwickelungen sehr leicht 
ableiten lassen. Da nun fbr jede Wurzel t dieser cubischen Gleichung 
Verhftltnisse zwischen drei zugehörigen Zahlen ly [x^v angegeben werden 
können, welche identisch ia:-+-/iy-+- vz^^tQ^sf-^fiif-^v^ir) machen^ 

10 
so mflssen, wie Satz II von Hermite besagt, wenn /S"= 1 und n die 

1 

kleinste Zahl von dieser Eigenschaft ist, die zwei anderen zu einander 
reciprocen Wurzeln t^ und t^ der cubischen Gleichung primitive nte Wurzeln 
der Einheit sein. Als Werth von n ist jedoch auch 6 möglich, wie meine 
Entwickelung S. 190 und das S. 220 besprochene Beispiel der Form 

iö n n) ^^^^ Dbsb keine anderen Werthe von n als die 1, 2, 8, 4^ 6 

möglich sind, kann man auch ohne meine Entwickelungen dadurch erkennen, 
dass, während nach der Gleichung r* -+- (1 — a — ßi — y^ * -[- 1 =s 0, die 
für tf und t^ gilt, die Werthe — 1, 0, 1, 2, 8 von « -h/?i-f-yt für t^ und 
tt bezflglich primitive 2te, Ste, 4te, 6te, Ite Wurzeln der Einheit geben, bei 
allen anderen ganzen Werthen dieser Summe t^ und t^ reell und auch von 
+ 1 verschieden werden. Es war offenbar Hm. HermiteB Absicht, diese zu 
den verschiedenen Zahlen n gehörigen Substitutionen, welche das Analogon 
sind zu den bei den transformations semblables der in lineare Factoren 
xerlegbaren Formen, oder, was dasselbe ist, bei den complexen Einheiten 
vorkommenden einfachen Einheitswurzeln, von seinen fibrigen Untersuchun- 
gen aoazuschliessen. Denn im Falle nss2, also l^BBsf^asr — 1, aufweichen 
aadi die von Hm. Cayley a. a. O. S. 293 gegebene Formel nicht anzuwenden 
isly da in diesem die dort mit B und C bezeichneten Coefficienten auch 
VOD Null verschieden bleiben können, würden die Gleichungen (5.) S. 809 
(dieses Journal Band 47) nicht die allgemeinsten der Gleichung (4.) genfk» 
jgenden sein, weil dann die Determinante des CoefficientensystemB, mittels 
dcMen nach meiner Bezeichnung x + ^, y + y, z-^ ef durch ^, y, ef aus- 
gedrflckt werden, gleich Null ist, dann wflrde auch der Satz S. 324 nicht 
gdten, dass nicht T* ü^aa ü^ T sein könne, ohne dass beide Substitution* 
n«i Potenzen ein und derselben Substitution nnd, und f&r n tss 8, 4, 6 lassen 
ilob zwar die sonst gOltigen Formen anwenden^ es kann aber bei den dann 
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oomplexen Werthen von ^pod^naoh den S. 818 von Hm. Hermite fOr die- 
selben gegebenen AosdrQcken die dort mit ;^ bezeichnete, bei mir nut — F^l^ii^r) 
zu bezeichnende ChrOsae nicht positiv sein, wie aach Herr HermUe selbst 
S. 311 als die Eigenthflmlichk^t eines negativen Werlhes von /, dort 9, 
angiebty dass bei ihm die Substitotion oder, wie ich der Deutlichkeit wegen 
hinzufügen mochte, eine Potenz derselben identisch ist Die i9<?rmifeschen 
Formeln kommen im Wesentlichen zurQck auf die auch bei nichtredudrten 
Formen nicht wesentlich zu modificirenden oben S. 197 betrachteten Wieder- 
holungen des numerischen Werthes von a in Gebieten von nach meiner 
Bezeichnung negativen Coefficienten A. Sie geben auf die leichteste Weise 
die einzelnen substitutions semblables. Nur um die Gesammtheit derselben 
und ihre gegenseitige Abhängigkeit zu erkennen, ist die Betrachtung der 
Gebiete positiver Goefficienten A und a nfltzlich wegen ihrer Eigenschaft 

sich gegenseitig auszuschliessen, 

a ß Y 

Die Grösse a + /^i + ;^t hat die Eigenschaft, wenn ai ß^yx eme 

ai ßt Yt 
zusammengesetzte Substitution ist, und die Reihenfolge der Oomponenten 

derselben geändert wird, ungeändert zu bleiben, da sie sich als S^ Sapga * 9^ 

darstellt, wenn pga und q^o die Elemente der Coroponenten sind. 

Diese GrrOsse oder eine geeignete Function derselben, z» B. " ^*"y^*~ 

oder den Modulus oder den reellen Theil des Logarithmus einer der A)eiden 
Wurzefai der Gleichung <* — (« -h /?i -f- yt — 1) < -h 1 =» kann man 
deshalb in gewiss« Weise als Mass fEkr den Bang einer Substitution an- 
sehen, was besonders ein&ch und sachgemäss bei Ausschluss der mehr- 
besprochenen wie Ausnahmen anzusehenden Substitutionen wird, f&r weldie 
n 8=5 2, 8, 4, 6 ist Nach dem oben angeführten Satze besteht je nadi der 
Wahl dieses Masses zwischen dem Range einer Substitution und dem ihrer 
inversen oder adjungirten Gleichheit oder eine andere ein&che Beziehtmg» 
Die Au^be, alle Substitutionen , durch welche / in sich selbst übergehti 
durch einige von einander unabhängige vom absolut kleinsten Bange muh 
zudrQcken, welche der ZnrüekfOhrung aller ähnlichen Substit ttionen bei builmi 
Formen auf die einer einfachen Periode oder der kleinsten Lös*mg der Pei&Mdien 
Gleichung entsprechende analog ist, ist offenbar im Obigen bertits gelöst. 
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f) Die Formen, durch welche sich die Null rational darstellen l&ssi. 

Bei diesen Formen, von welchen ich den Fall 7=0 zunächst noch 
aosBchliesse, bleibt die Definition redacirter Formen und die Eintheilung in 
Felder und Grebiete bestehen. Nur kommen, wenn unter den Zahlen cu, 6, c, d 
selbst die Null vorkommt^ zu den S. 190 besprochenen Werthen von l und den 
entsprechenden Substitutionen noch weitere hinzu, indem dann von den 
Zahlen g, fij k, l^fn^n yier = werden können, und können die Felder 
reducii*ter solcher Formen ins Unendliche reichen. Ich will hier keine b^ 
sondei'en Entwickelungen mehr machen, sondern nur die völlig ausreichen- 
den allgemeinen Prindpien unmittelbar, zunächst auf das im ^au^^ischen 

Nachlass (Werke Band DL S, 81 1) behandelte Bebpiel der Form (J' ~ q ~ J) 

s=/ anwenden, das einzige mir bekannt gewordene, bisher von irgend Je« 
mand behandelte Beispiel einer indifferenten tem£ren Form. Dasselbe ist 
80 einfach, dass sich die nach meinem früher benützten Princip zu stellende 
Zeichnung auf die Hälfte eines einzigen Feldes beschränken würde. Denn 

1 00—1 



das Feld der durch die Substitution 



den Form/i 




-1 
— 1 



1 -l 
1 




— 1 Ol 
0—10 1 



aus / hervorgehen- 



ist zu sich selbst symmetrisch entsprechend 



der Substitution 



I 



-1 00 1 
— 10 10 



und der Axe i; =» ^, und ist durch jede seiner 

i — 1 1 ao 

drei Grenzlinien, von welchen nur eine in ihrem ganzen und eine in ihrem 
halben Verlauf zu betrachten ist^ von einem ihm symmetrischen Feld ge- 
trennt, nämlich zunächst durch das von ^=0 bis ^=+ oo reichende Stück 
der Linie i} = von dem Feld der mit ihr numerisch übereinstimmenden 

— 1 00 1 



dureh die Substitution 



I 



aus ihr hervorgehenden Form. Längs 



0-101 
■2 11. 

detn von 9; = 0, ^s=: + oo bisi^s^ss^i reichenden Stück der Linie 

2ij^s=l ist nach (IL)) und da ^, ij, ^positiv sind, ij + ^= f- Setzt man 

dem üeberschreiten der Grenzlinie entsprechend tj + ^ssH-J, so ist 

Journal for IfathematiL Bd. LXXVn Heft i il 3. 29 
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2ij^ = IH- 2f(y ^« (J*, ^, = 2rX§ — — 1 = 2(f — r;)S -f- J*, 
I, s= — d\ Uli 5= 2(1 — QJ H- (J*. Um diesen bei den früher behandelten 
Formen nicht möglich gewesenen Fall zu behandeln, hat man nach Vor- 

1—1 OO: 



Bcbrift von S, 168 zunächst die Substitution !0 — 1 1: , in welcher nur 

lo —1 ]■ 

die Reihenfolge der Verticallinien willkürlich ist, anzuwenden, welche an 

Stelle der Summe — gi — ^i — U — U — nii — n, eine um l^i, die grösste 

der Zahlen g^, l^^, fj, I^, nti, tii, kleinere bringt, und dann, weil der an Stelle 

I 10—1 
von f 1 tretende C!oefficient allein positiv wird , die Substitution i — 1 1 

i 00 1—1 

|1 1 _1 _ii 

also im Ganzen auf /i die Substitution |l — 1 0.. Da* in der enfe- 

— 1 li ' ^ 

stehenden Form , die ich /, nenne , g, = — S\ ]^, =» 2(1 — ^, 
f ,= — 2 Q — i;) J ist, woraus zu erkennen ist, dass ihr Feld in die Linie %tX^^=^ 1 
degenerirt, hätte man noch weitere Substitutionen anzuwenden, zunächst 
wieder eine, welche l^^ in — ^^ verwandelt, man sieht jedoch voraus ^ da» 
man im vorliegenden Falle eines positiven Werthes von J, wenn man erst 

1 
die Substitution — 1 vorausgeschickt hat, dieselbe Substitution zur 

!0 0-1 

weiteren Reduction anwenden kann, welche im Falle eines negativen Werthes 
von J die Form ff in die /i verwandelt hätte, nämlich die zur oben ange- 

1—10 — 1 a 

gebenen inverse 1—1 0', welche, da die Form /j = ( , n ^1 ^^'tA 

0-1 Ij \- 1,0,0/ 

10 
die Substitution — 1 ' numerisch nicht geändert worden ist, eine mit 

,0 0-1, 

der Form fi numerisch übereinstimmende Form hervorbringt, weldie also 

— 1 2 - 2 
aus ihr durch die Substitution 1—2 hervorgeht. Aus den gefonde- 

i 00—1 

nen drei sich selbst reciprocen Substitutionen sind alle Substitutionen zn 
bilden, durch welche /i in sich selbst übergeht. Lässt man ihnen die Sab- 
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stitution 



1 

-1 1 

0—10 



vorausgehen und die inverse folgen, so erhält man die 



Sabstittttionen S 



— 10 




1 — 8 -2 —2 


1 


, u= 


s! 2 1 2 


0—1 




: 2 2 1 



— 1 

— 1 , r= 

0—1 o| 

durch die sich alle Substitutionen bilden lassen , durch welche die Form 
/ ' n n) ^^ ^^^^ selbst übergeht. Der allgemeine Ausdruck dieser 

Substitutionen lässt sich in eine Gestalt bringen, dass er jede nur einmal 
giebt, mittels der ftU* die drei erstgenannten und ebenso für die Substitu- 
tionen S,T,Ü geltenden Relationen S- U= Ü^S, STS T= TS TS, 
welche aus der vier^ und achttheiligen Symmetrie hervorgehen, die an den 
zwei im Endlichen gelegenen Durchschnittspunkten der betrachteten drei 
Symmetrieaxen stattfindet Die Symmetrie an dem dritten im Unend- 
lichen gelegenen Punkt ist eine unendlichtheilige. Dass das von Gauss ge- 
gebene Coefficientetisystem 



W 



i welchem 



i(«' + /^' + y« + *»), K«* + i»^ - y* - *«), ay + ßd 

K<^'-ß' + Y'-i'% K«* - /^' - y' + '•), ay-ßd 

aß + yd , aß^yd , aJ + Z^y 

aß 

yd 



= 1 ist und entweder zwei der Zahlen o, /y, )^, d ganz und 
gt^de, zwei ganz und ungerade sind, oder alle vier ungerade Multipla von 

l^i^ind, in der That die Transformationen der Form / ' ' \ in sich 

s^U giebt, natürlich mit Ausschluss derjenigen leicht aus den anderen ab- 
zuleitnden, welche einen negativen ersten Coefficienten haben, folgt daraus, 

• 

4a8s infichBt^ wenn man für 



aß 
Y d 



die Zahlen 



1 ±2 
1 



oder 



Vi T Vi 
±l4 Vi 



setet, ttf Coefficientensystem mit dem der Substitution (STSü)±^sb 

8 ±21 II Ol 

flbereinstimmt, während, wenn 



-*2— zpSJ oder (S r)±» 
±2 ±2 ij 



0±1 

0^1 

JBMi «■ mff^ ß mit Y vertauscht, aus W das System T' W • T hervor- 
geht, welcr Relation man eine Reihe ähnlicher auf Vorzeichenftnderungen 
and ttider yQ].(;f(Qg0imQgeQ unter «, /?, y, d gegründeter an die Seite 
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FfiUen wird also die reducirte indifferente Form / eine binftre Form und 
2war eine indifferente oder eine negative, sodass / selbst eine indifierente 
oder eine nicht positive Form zu nennen ist Denn bezeichnet man / init 
(jkj ff^ c), so könnten, wenn (ft>y, c) eine positive bin&re Form wftre, die 
Beductionsbedingungen durch keine positive Form (B, g, c) erftkllt werden. 

Wfirzburg, Juni u. December 1878. 



Druckfehler: 



Seite 189 Zeile 16 soll die erste Snbstitation heissen: 



1 
0—1 
0^1 
Seite 197 ZeQe 9 von imten ist das « im Nenner überflüssig. 



Die Steinersche Auflösung der Maifattischen 

Aufgabe. 

(Von Herrn Ä Schroter in Breslau.) 



JLi'ie Aufgabe: „In ein gegebenes Dreieck drei solche Kreise hinein'- 
zulegen j dass jeder derselben die beiden andern und zwei Dreiecksseiten 
gleichzeitig berührt,^ scheint zuerst von Jacob Bemoulli *) für den. beson- 
deren Fall eines gleichschenkligen Dreiecks gelöst zu sein. Ihren Namen 
ftkhrt sie nach dem italienischen Mathematiker Malfatti^)^ welcher im 
Jahre 1803 eine Auflösung des allgemeinen Falles gab, indem er ftlr die 
Radien der gesuchten Kreise verhältnissmassig einfache Ausdrücke auf- 
stellte und dieselben construirte. In den Oergonneschen Annalen ') als 
Problem vorgelegt fand sie eine Auflösung durch die Redacteure selbst '*), 
deren Ausdrücke für die Radien aus umständlichen algebraischen Rech- 
nungen hervorgingen und weniger einfach waren, als die Malfattischeru 
An demselben Orte finden sich auch damit zusammenhängende Berech- 
nungen von TMenat ') und Bidone ^). Eine neue durch Einführung tri- 
gonometrischer GrrOssen vereinfachte Lösung gab Lehmus ^), der sich ähn- 
liche mit mehr oder minder Eleganz ausgeführte Rechnungen von Grelle ^) 
and Orunert *) anschlössen. 

Eine neue Epoche in der Geschichte dieses Problems trat ein, als 

^) Jacqt^s Bemotäliy Oearres compUtes, Gten&ye 1744, tome I., p. 803. 
*) Mem. di Matemadoa e di Fisica della S. I. delle scienze, Modena 1808, 
tomo X narte I., nag. 285. 

^) Annale^ de mathämatiques pures et appliquöes par 1. D. Gergonne et TK 
LaomUdSj tome I., p. 196. 1810 et 1811. 

Ann. de math. t. I p. 843, t. II p. 60. 
Ann. de math. t. II p. 165. 
Ann. de math. t, II p. 374. 
^) Ann. de math. t. X p, 289 und Anhang bu Lehfnus* Lehrbach der Geo- 
metrie, Berlin 1820. 

*^ Grelle^ Sammlung mathematisoher Aufsätze Bd. L Seite 188, 
y Gnrnerty Supplementbaud zu Klügeh Wörterbuon Art. „Anwendung der 
Analysis . 
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Steiner ^) 1826 eine rein geometrische Lösung und eine Verallgemeine- 
rung der ifa//^a<<tschen Aufgabe mittheilte. Diese bewundernswürdige, 
durch ihre ausserordentliche Einfachheit alle firüheren Auflösungen bei 
Weitem übertreffende Construction gab er jedoch ohne Beweis, und ein 
solcher schien lange der Anstrengung der Greometer zu spotten, denn die 
von Zomow *) gegebene Verification der Sf^erschen Oonstruction, deren 
Kern eine aus metrischen Beziehungen und algebraischen Umformungen 
hervorgegangene Gleichung ist^ entspricht nicht dem Sinne der reinen Geo- 
metrie und noch weniger der Einfachheit der Oonstruction selbst. Auch 
die im Wesentlichen mit der ^omoioschen Übereinstimmende Darstellung 
von Adams ^) stützt sich zumeist auf Rechnung. 

Die S^^'n^sche Verallgemeinerung des Problems wurde für eine 
Reihe von Analytikern der Ausgangspunkt neuer Untersuchungen, welche 
sich bis in die neueste Zeit erstrecken; man sehe die Arbeiten von Schell" 
back *), Cayley *), Clebsck •)^ Mertens ^) u. A. Aber eine rein -geometrische 
Herleitung der jStetn^schen Auflösung ist, soviel ich weiss, nur zwei Mal ver- 
sucht worden. Der erste Versuch dieser Art rührt von P lücker ^) her, 
welcher sich in zwei Arbeiten mit diesem Gegenstande beschäftigt. Doch 
gelingt es ihm nur, den einen Theil der Oonstruction auf synthetischem 
Wege nachzuweisen ; der andere Theil wird in einer Note durch algebraisch- 
analytische Rechnungen erhärtet, welche in gar keinem inneren Zusammen- 
hange mit den Betrachtungen des Textes stehen, so dass er selbst einen 
> einfachen rein -geometrischen Beweis für wünschenswerth'^ erklärt Eine 
wirklich rein-geometrische Ableitung der jS^etnerschen Oonstruction für das 
Afalfatlische Problem hat Andrew S. Hart *) gegeben, der indessen seine 
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1) Steiner, „Einige geometrische Betrachtangen^, CreUes Journal fSr reine 
and angewandte Mathematik, Bd. I S. 178. 
n Crellea Journal Bd. X, 8. 300. 
3) Adams, das J(/a//amsche Problem, Winterthur 1846. 

CreUes Journal, Bd. 45, S. 91 u. 186. 

Gambr. and Dubl. math. Journal t. lY p. 270. 

Quarterly Journal vol. I, p. 222. 

Analvücal Researches, connected with Steinei''% Extension of MalfattikS 
piioblem by A. Cayley, London Academy 1852. 

^^ Crelle-Barchardisohes Journal Bd. 53, S. 292. 
M Crelle-BoreharcUeches Journal Bd. 76, S. 92. 
n Crelles Journal Bd. XI, S. 117 u. 356. 
') Quarterly Journal of mathematics vol. I, p. 219. 
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Herleitang selbst ^a tolerable easy proof of tbe truth of his resolt* nenot; 
and in der That erscheint sie mehr als eine auf die iStein^rscfae Gonstnu>* 
tion angepasste Verification, indem sie sich nicht auf die in der Steinm^ 
sehen Abhandlung aufgestellten Sfttze aus der Kreistheorie, sondern vielmebr 
auf einige ad hoc vorausgeschickte Lemmen stützt Steiner leitet aber seine 
Gonstruction mit folgenden Worten ein: ,|Um die Fruchtbarkeit der in den 
Paragraphen (I, II, HI) aufgestellten Sfttze an einem dazu geeigneten Bei- 
spiele zu zeigen, ftkgen wir die geometrische Lösung und zugleich die Ver- 
allgemeinerung der Jlfa(fattischen Au%abe,, jedodi ohne Beweis, hinzu*. 
Wenn nun hierzu Flueker bemerkt: „Diese Worte könnten demjenigen, der, 
wie ich von mir bekennen muss, keine Idee davon hat, wie die Gonstmo- 
tion jener Angabe, dem Wesentlichen nach, auf den in den angefDJirten 
Paragraphen entwickelten bekannten Sstzen Ober Chordalen, zugeordnete 
Pde und Aehnlichkeitspunkte beruhen möge, den Gredanken aufdrSngen, 
dass die gegebene Gonstruction nicht bewiesen sei*, wenn derselbe kurz 
vorher sagt: „Um bis dahin meinerseits den Schein zu vermmden, irg^sd 
eine Behauptung unbewiesen gewagt zu haben, fikge ich in dieser Note den 
obigen Beweis hinzu* — so liegt hierin nicht blos eine Entschuldigung 
seiner schwerfiUligen algebraischen Entwicklung, sondern auch ein Zweifiel, 
ob wirklich die Steinersche Gonstruction aus dessen vorausgeschickter Krdb- 
theorie entspringe. 

Die folgende Mittheilung ist bestimmt, diesen Zweifel zu beseitigen 
und darzuthun, wie allein aas jenen elementaren Betrachtungen der Steiner^ 
sehen Abhandlung und ohne alle weiteren Holfsmittel natorgemftss und 
einfach die Steinersche Gonstruction der lfa(/aMÜBchen Au%abe, sowie die 
Verallgemeinerung derselben ohne jede Bechnung hervorgeht Möge noch 
die ausfOhrliche und £&r den Leser bequeme Darstellung, welcher leicht 
hätte eine knappere Form gegeben werden können, aus dem Gmnde Bntp 
schiildigung finden, weil es wQnschenswertii erschien, nicht bloa dem 
gewandU'n Synthetiker, sondern auch dem Anfibiger, welcher nur die 
iSf^m^rscho Abhandlung studirt hat, ein leichtes VerstJndniss m bereiten. 

Nachtrag. Als die nachfolgende Arbeit bereits in den Hlnden der 
Redaction dieses Journals sich befand, wurden dem Verfiuser durA das 
inzwischen erschienene vierte Heft des VI. Bandes von C. Neumanns 
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Ifathematischen Annalen zwei neue Behandlungen des ifa(/aMii9chen Pro- 
blems bekannt^ welche ebenfalls rein-geometrischer Natur sind und auf die 
£Mnersche Construction führen. Die erste derselben von Herrn Affolter ') 
behandelt vorzugsweise die erweiterte Aufgabe für ein Ereisdreieck und 
geht von eigenthfimlichen Hülfss&tzen aus, welche wesentlich abweichen von 
den in der jS^eiherschen Abhandlung zu Grunde gelegten Principien der 
Kreistheorie. Die zweite, auf welche die Sedaction der Mathematischen 
Annalen aufmerksam macht, von Herrn Binder *) gelangt durch eine Iftn- 
gere Reihe von einfacheren Problemen schliesslich zur iStetn^schen Con* 
struction des Malfattüfh&a Problems; auch diese Behandlung ist von der 
in den nachfolgenden Blättern gegebenen gftnzlich verschieden. Sie erstreckt 
sich ausserdem in schulgerechter Form auf eine genaue Discussion aller 
möglichen verschiedenen Falle der Auflösung und enthalt eine Menge lite- 
rarischer Notizen und kritischer Bemerkungen von Interesse. Trotz dieser 
neueren Publicationen glaubt der Verfasser seine Behandlung des Problems 
nicht unterdrücken zu sollen, halt es aber für seine Pflicht ^ den obigen 
Literatur-Nachweis durch die Anführung derselben zu vervollständigen. 




weise ,ipotenzhaItend^ 



1. Wenn sich drei Kreise (a) (6) (c) paar- 
weise ausschliessend berühren: 

(i) und (c) im Punkte a 

(c) I, (a) » f^ ß 

und man verbindet die Bei-ührungspunkte aß durch 
eine Sehne, welche die Kreise (a) und (b) ausser- 
dem noch in a' und ß! trififc, dann sind die vier 
Punkte aßa' (f^ welche auf einem durch den äusse- 
ren Aehnlichkeitspunkt der Kreise (a) und (6) 
gehenden Aehnlichkeitsstrahl liegen, nicht nur paar- 
nämlich a und ßj ebenso a' und ß>, sondern auch 



^) Malhematisohe Annalen von C. Neumann Bd. VI 8. 597. 

>) Das iAi{/aa»8che Problem von Prot Binder^ Tfibingen 1868. 

joanial for lUtiiwnatik. Bd. LXXVH. Heft 3 il 8. 
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paarweise „fthnlich liegend*", nämlich a und a'j ebenso ß und /S'; es sind 
daher die Radien aa' und ba parallel, ebenso aß und bß^ parallel; adm«- 
den sich daher die Radien aa' und bßf in </, so ist </ der Mittelponkt 
eines neuen Kreises, welcher (a) und (6) gleichartig in den potenzhaltenden 
Punkten a' und ßf berührt, also <fas=zifßfzs=: dem Radios dieaea neuen 
Kreises (c*); da aber cac/b ein Parallelogramm ist, also bif ^eich der 
Summe der Radien der Kreise (a) und (c), femer bßf der Radios des 
Kreises (6), so ist ß>c\ der Radius des neuen Kreises (c^, gleich der 
Summe der Radien der drei gegebenen Kreise. Ebenso folgt, wenn wir 
ay und ßy an die Stelle von aß treten lassen, dass wir zwm neue Kreise 
(pT) ond (i*) erhalten und dass alle drei denselben Radios haben. Wir 
erhalten daher folgenden neuen elementaren Satz: 

Wenn sich drei Kreise (^d)(b)(e) paarweise aussehliessend berühren: 

(b) und (c) im Funkte a 

(0 , (a) , . ß 

und man Mieht die SeeatUen: 

aß ay ßy, 

welche den Kreisen ausserdem m den Paaren van Funkten: 

aV «V ßT/" 

begegnen y so giebt es drei neue Kreise j welche die gegebenen paarweise 
in den drei letzten Funktenpaaren berOhren. Diese drei neuen Kreise 
sind gleich gross und haben eum Badius die Summe der Bodden der drei 
gegebenen Kreise. 

Den soeben erhaltenen Sats yerallgemeinem wir yenmttelst des 
Princips der Transformation dordi reciproke Radien*). IKeses bekannte 
in neoerer Zeit so vielfisch und mit so grossem Erfolge angewendete Prindp 
wunelt in den elementaren Eagenschaften der «potenzhaltenden Punkte*, 
der «gemeinschaftlichen Potenz zweier Kreise^ o. s. w^ welche Steiner in 
der oben citirten Abhandlung auseinandergesetzt hat, und ist dordbaoa 
nichts anderes, als die erweiterte Ao&ssong jener KreiseigenHchaftftn. Wir 
fiberschreiten daher dorch Anwendung dieses Princips keineswegs daa Gebiet 

^ Siehe o. A. Gamt, Kinleitmg in die synthetiMte GeoaMtrie, Uipmg 188» 
8. 159 oder Fmd Serreiy Des »«thodes ea gAoBteie, Pteis 189&, p. 81. 
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der Betrachtangen, aus welchen Steiner seine AuflAsong der Jlfa(/atti8chen 
Angabe abgeleitet wissen 'wollte. Bei der Transformation durch das 
Prindp der redproken Radien gehen nun bekanntlich Kreise wieder in 
Kreise Ober, gerade Linien in solche Kreise, die durch das Transformatione^ 
oentrom laufen; der Winkd, unter welchem zwei Kreise sich schneiden, 
wird (^eich dem Winkel, anter welchem die transformirten Kreise sich 
schneiden; also sich berührende Kreise gehen wieder in sich berQhrende, 
sich rechtwinklig- schneidende in neue sich rechtwinklig- schneidende Qber; 
da endlich alle Bereise, welche zwei gegebene gleichartig berühren, von dem 
„Süsseren Potenzkreise ^ der letzteren rechtwinklig geschnitten werden, so 
muss der ftassere Potenzkreis zweier Kreise durch die Transformation 
wieder in den äusseren Potenzkreis der beiden transformirten Kreise über- 
gehen u« 8. w. 

Transformireq wir nun den vorigen Satz durch das Princip der reci- 
proken Radien in Bezug auf irgend ein Transformationscentrum x, so gehen 
die drei sich berührenden Kreise in drei andere sich berührende Kreise 
über, die geraden Linien aber, welche als Secanten auftraten, in Kreise, 
welche durch das Transformationscentrum x gehen; für zwei gleiche Kreise 
liegt der Äussere Aehnlichkeitspunkt im Unendlichen; der äussere Potenz- 
kreis wird daher eine gerade Linie und zwar, wie unmittelbar einleuchtet, 
die Linie der Reichen Potenzen (reelle oder ideelle gemeinschaftliche Secante) 
der beiden Reichen Kreise; da nun bei der angewendeten Transformation 
der äussere Potenzkreis wieder in den äusseren Potenzkreis und eine gerade 
Linie in ein^a durch das Transformationscentrum gehenden Kreis Obergeht, 
so wird der vorige Satz transformirt so lauten: 

Wenn eich drei Kreise (a) (b) (c) paarweise atASschliessend berOhren :- 

(b) und (c) in a 

(P) ^ (ß) n ß 

(«) . (h) , y 

und man legt durch a ß irgend einen EreiSj welcher (a) und (b) ausserdem 

in den Punkten a' und (S trifft^ durch a y irgend einen Breis^ welcher (a) 

und (c) ausserdem in a" und y" tr^fft^ dann giebt es allemal einen Eireis (c^, 

welcher in d und ß> die Kreise[(a) und (b) gleichartig berührt] es giebt femer 

einen Breis (bi), welcher die Kreise (a) und (c) in a" und y"\g leichartig berUhrt; 

so* 
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der äussere Potenthreis der beiden Kreise (ft,) und (e^ geht dann no^ 
wendig durch den andern Schnittpunkt x der beiden durch 

aßa (! und aya"/ 
gelegten Kreise. 

Dieser Satz llMt sich auch so aasaprechen: 

Wenn sich drei Kreise (a) (6) (c) paarweise ausschliessend berühren: 

(b) und (c) in a 

(c) n (a) , /? 

(«) * (*) - y 

und man legt irgend einen Kreis (ci) an (a) und (b) gleichartig berührend 
in den Punkten el und ß^ irgend einen Kreis (bi) an (a) und (c) gleich- 
artig berührend in den beiden Punkten a" und y*, dann liegen sowohl die 
vier Punkte a (i a' ßf als auch die vier Punkte a y a /' auf je einem Kreise; 
diese beiden Kreise haben ausser a noch einen gemeinschaftlichen Punkt x 
und dieser liegt allemal auf dem äusseren Potenzkreise von (61) und (c^. 

Durch wiederholte Transformation bleibt dieser Sati ungeftndert; 
man kann aber leicht die Transformation so einrichten, dass aus den 
Kreisen (61) und (pi) zwei g^^rade Linien werden, welche dann Äussere 
gemeinschaftliche Tangenten für die Kreispaare (a) und (c), (a) und (b) 
sein müssen. Dieser besondere Fall wird dadurch erreicht, dass man einen 
Schnittpunkt der Kreise (61) und (ci) als neues Transformationscentrum 
wählt, und es lassen sich immer solche Kreise (61) und (C|) ausfindig 
machen, welche reelle Schnittpunkte haben. Da nun ftlr zwei in gerade 
Linien ausartende Kreise ofienbar der Potenzkreis, welcher alle BerOhmngs» 
kreise rechtwinklig schneidet, nichts anderes als eine Halbirungslinie ihres 
Winkels ist, so wird der besondere Fall des vorigen SalMs also lauten: 

Wenn sich drei Kreise (a) (i) (c) paarweise ausschliessend be- 
rühren : 

(6) und (c) in a 
(c) n (a) ^ li 

und man zieht eine äussere gemeinschaftliche Tangente der Kreise (a) und 
(b}9 welche dieselben in a' und ß^ berührt^ eine äussere gemeinschaftUchB 
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lyMgmte d/er Kreise (a) und (c), welche dieselben in a" und y" beriihrtj 
so liegen allemal 

die vier Punkte aß a' ff auf einem Kreise (ci) 

die beiden Kreise (bi) und (c^ haben ausser dem Punkte a noch einen ge^ 
meinschaftltchen Punkt x; dieser Punkt x liegt nothwendig auf einer Hai- 
birungslinie des Winkels, den die beiden äusseren gemeinschaftlichen Tan-- 
genten a' ßf und a^ y" mit einander bilden. 

Eb ist möglich, dass dieser Satz, welcher f&r die Losung der 
Malfatti^^%n Aufgabe von der grOssten Bedeutung ist^ sich noch einfacher 
und unmittelbarer einsehen I&sst; schwerlich dürfte aber der vorige allge- 
meinere Satz, von welchem dieser ein besondei-er Fall ist, einfacher zu be- 
weisen sein. 

2« Wir vervollständigen nun die zuletzt betrachtete Figur und 
untersuchen ihre weit-eren Beziehungen: 

Es berühren sich also paarweise ausschliessend 

die Kreise (V) und (c) in a 

(c) y, (a) „ /9 

^ ^ («) « (*) « y; 

eine äussere gemeinschaftliche Tangente der Kreise (a) und (6) berührt 
dieselben in a' und ßf, und um einen bestimmten Fall vor Augen zu haben, 
wählen wir von den beiden äusseren gemeinschaftlichen Tangenten diejenige, 
welche alle drei Kreise (a) (ft) (c) in derselben Halbebene von sich hat; 
ebenso berührt eine äussere gemeinschaftliche Tangente der Kreise (a) 
und (c) dieselben in a" und y'\ und wir wählen wiederum von den beiden 
äusseren gemeinschaftlichen Tangenten diejenige, welche alle drei Bereise 
in derselben Halbebene von sich hat; endlich berührt eine äussere gemein- 
schaftliche Tangente der Kreise (6) und (c) dieselben in ßf^' und ^', wo 
auch von den beiden äusseren gemeinschaftlichen Tangenten diejenige ge- 
wählt ist, welche die drei Kreise (a) (i) (c) auf derselben Seite von sich 
hat, so dass also die drei Geraden a ßf a^ y' ßTy^ ein Dreieck AB C bilden: 

(a'/r, a"/) =A 

(y"a",r'"ß"') = C, 
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dessen innerer Raum die drei Kreise (a) (ßi) (e) enthiltf dsdiia werden 
die vier Punkte 

a ß a' ßf aof 

a Y a" y" j, 

ßrH"f , 

liegen, und die beiden Kreise (60 
and (e,) werden ausser dem Punkte o 
«nen zweiten gemeinschafttichen 
Punkt X haben, welcher auf der Hal- 
birungslinie des inneren Dreiec^s- 
winkels A liegen muss; dasselbe findet 
bei den beiden anderen Eeken des 
Dreiecks statt. 

Legen wir nun durch die drei 
Berührungspunkte tt ß y einen Kreis 
(P), dessen Hittelpunkt der Punkt 
der gleichen Potenzen fOr die dr^ 
gegebenen Kreise (a) (6) (0) ist und 
der die Seiten des Dreie<^ abe 
in den Punkten aßy berührt, also 
^e drei Kreise (a) (i) (e) gleichzeitig 
rechtwinklig sdineidet; .denken wir 
uns femer um A als Mittelpunkt 
einen Kreis (A) beschrieben nüt dem 
Radius 

A o' =5 ^ «", 
80 wird offenbar der Kreis (a) die 
Kreise (A) und (P) gleidizeitig recht- 
winklig schneiden, und zwar den 
ersten in den Punkten a' a", den andern 
folgt, dass die Schnittpunkte 

0?«', yo'^ und (/Ja", ya*) 




den Punkt«] ßyi hieraiu 
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die beiden Aehnliehkeitspunkte der Kreise {A) und (JP) sein mflsseD*); 
wir fiuBsen nur den einen derselben aaf, 

welcher als innerer Aehnlichkeitspunkt auftritt. Die ^gemeinschaftliche 
innere Potenz' dieser beiden Kreise ist also das Rechteck 

* /:% I • • ff 

tß*%a t=^%yta 
nnd jeder durch t gehende Strahl trifft die beiden Kreise (A) und (P) in 
zwei Paaren potenzhaltender Punkte, so dass sie in einem solchen Paare 
allemal von einem neuen Kreise ungleichartig berührt werden« 

Anderseits ist ßa* die gemeinschaftliche Secante der Kreise (a) 
und (0|), ebenso ya" die gemeinschaftliche Secante der Kreise (a) und (b^ 
folglich wird, da die gemeinschaftlichen Secanten dreier Kreise durch einen 
Punkt laufen (Punkt der gleichen Potenzen), die gemeinschaftliche Secante 
der Kreise (6|) und (ci) durch % laufen müssen, und da wir oben den andern 
Schnittpunkt der beiden Kreise (fti) und (ci) x genannt haben, so geht ax 
durdi f ; die gleiche Potenz von t für die drei Kreise (a) (i|) (pi) ist also 

da diese zugleich die gemeinschaftliche innere Potenz der Kreise (A) und 
(P) ist und a auch auf dem Kreise (P) liegt, so muss x auf dem Kreise (Ä) 
liegen und der zu a zugehörige potenzhaltende Punkt in Bezug auf den 
inneren Aehnlichkeitspunkt % sein. 

Wir haben hiemit eine zweite Eigenschaft des vorigen Punktes x 
[des zweiten Schnittpunktes der Kreise (b^ und (ci)] gefunden; er liegt 
nicht nur auf der Halbirungslinie des inneren Dreieckswinkels A^ sondern 
auch auf dem Kreise (Ä)j folglich in der llfitte des Bogens a' a". 

Aus dem Umstände, dass x und a potenzhaltende Punkte in Bezug 
auf den inneren Aehnlichkeitspunkt % sind, folgt, dass in diesen Punkten 
die Kreise (A) und (P) von einem neuen ELreise ungleichartig berührt 
werden können; ziehen wir also Ax und Pa, die sich in a treffen mögen 

(Axj Fa) = a9 
so muss axf^aa der Radius eines solchen Berührungskreises sein, also a 
wird von x und a gleich weit abstehen, und da «a die gemeinschaftliche 

^ Siehe die oben angefBhrte AbhancQang von Suiner: Dieses Joanal Bd« I 
Seile 174. 
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Secante der beiden Kreise (61) und (ci) ist, so wird a auf der Centrale 
dieser beiden Kreise liegen müssen. Es liegen aber nicht nur 

auf einer Geraden, sondern es bilden auch aa und 9iX gleiche Winkel 
mit 6|Ci, weil die Grerade a6iCi als Centrale in der Mitte auf der gemein- 
schaftlichen Secante ax senkrecht steht; es findet also die Gleichheit der 
Winkel statt. 

L (oa, 61C1) = ^: (a A ijCt). 
3. Um den Punkt c^ können wir uns einen neuen mit dem vori- 
gen Kreise (Ci) concentrischen Kreis gelegt denkci., welcher die äussere 
gemeinschaftliche Tangente a!ßf der Kreise (a) und (6) oder die Dreieck»- 
Seite AB berührt; wir bezeichnen diesen neuen Kreis, der mit dem vorigen 
denselben Mittelpunkt hat, durch 

((c.)) 
und legen ebenso um 61 einen mit dem vorigen Kreise (6^) concentrischen Kreis 

((*x)), 

welcher die Dreiecksseite A C berührt^ endlich um o^ ein^d mit dem Kreise 
(Oi) concentrischen Kreis 

((«0), 

welcher die Dreiecksseite BC berühit. 

Von diesen drei neuen Kreisen ((oi)) ((60) ((^) sind unmittelbar 
andere Tangenten zu erkennen« 

Weil der Punkt Cx von o und gleich weit absteht und die Tan- 
genten in a und ßf an dem Kreise (6) gleiche Winkel bilden mit der Sehne 
aßfj so wird der. Punkt Ci auch von der Tangente o/^ so weit abstehen, 
wie von der Tangente /^a'; in gleicher Weise wird, weU Cx von ß und a' 
gleich weit absteht und die Tangenten in (i und a' am Kreise (a) gleiche 
Winkel bilden mit der Sehne ßa\ der Punkt Ci von der Tangente ßP so 
weit abstehen wie von der Tangente a! ßf*^ der Kreis ((ci)), weldier a'ß be- 
rührt, wird also auch die beiden Geraden Pa und Pß berühren, und da 
rund herum dieselben Verhältnisse eintreten, so sehen wir, dass 

der Kreis, ((ci)) die Geraden Pa^ P/3, AB berührt 
„ ((o,)) „ „ Pß, Py, BC . 

n ((M) « n Py, Pa, CA , . 
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Hieraus folgte dass die beiden Kreise ((61)) "^^ (CO) ^^ Gerade Pa 
oder die mit ihr identische aa zu einer gemeinschaftUchen Tangente haben, 
wdche die Centrale 6iCi in dem Punkte a trifit; da nun der Winkel 
zwischen zwei gleichartigen gemeinschaftlichen Tangenten zweier Ejreise (d. h. 
zwischen beiden äusseren und zwischen beiden inneren) durch die Centrale 
halbirt wird, so muss die durch a symmetrisch zu a o gelegte Gerade, d. h. 
diejenige Gerade, welche mit der Centrale hxCx gleiche WLbkel bildet, wie die 
erste gemeinschaftliche Tangente, nothwendig die andere gleichartige gemein- 
schaftliche Tangente der beiden Kreise ((61)) "^^ ((O) ^^^> ^^ ^^ ^^^ 
nach 2. die Grerade ^A\ folglich berührt die Gerade ail die Kreise ((61)) 
ond ((ci)) gemeinschaftlich, und a ist der innere Aehnlichkeitspunkt 
derselben. 

Aus dem Vorigen wissen wir, dass aA die Halbimngslinie des 
inneren Dreieckswinkels A im Dreiecke ABC \sX^ und ein ganz analoges 
Verhalten natürlich bei den beiden andern Dreiecksecken eintritt; wir 
«itennen also: 

die Halbirungslinie des inneren Dreieckswinkels A als gemein« 
schaftliche Tangente der Kreise ((^0) ^^^^ ((^))> 

die Halbimngslinie des inneren Dreieckswinkels B als gemein- 
schaftliche Tangente der Kreise ((ci)) und ((Oi)), 

die Halbirungslinie des inneren Dreieckswinkela C als gemein- 
schaftliche Tangente der Kreise ((oi)) und ((61)); 
da die drei Halbirungslinien der Innenwinkel des Dreiecks ABC sich be» 
kaimtlich in einem Punkte S schneiden, so ist 

der Kreis ((ot)) dem Dreieck BCS 

. ^ ((4|)) n n CAS 

n » ((C|)) « « ABS 

einbeschrieben. 

Hierdurch ist eine Brücke hergestellt, welche jetzt umgekehrt von 
dem Dreieck ABC durch die Kreise ((Oi)) ((^0) ((^0) ^ ^^^ Kreisen (a) 
(h) (c) ftkhrt, wie wir vorhin von den letzteren ausgehend das Dreieck ABC 
xmd die Kreise ((Ot)) ((i|)) ((^)) ^Q^l^n; denn es sind 

Fä nnd SA gleichartige gemainsehaftiiche Tangenten der 
Kreise ((*0) und ((ci)), .0 j^ 

Josrsal Ar MaÜMiiuitik. Bd. UULVO. H«llt «. S. Sl 
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Fß and SB glcichanige gemeinschaftliche Tangenten det 

(CcO) und ((aO), 
P'/ und 5 C gleichartige gemeinschaftliche Tangenten der 
Kreise ((o,)) und C^O) 
imd 

der Kreis (a) berilhrt ABj AQ Pß, Py 
^ (*) . ÄC BA, Py, Pa 
. (e) • CA, CB, Pa, Pß. 
Es ergiebt sich also f&r 

die Mal/aittsche Aufgabe: 
In das hnere eines Dreiecks ABC drei soldis Kreise (a) (4) (c) 
kineimsulegen, dass jeder derselben die beiden andern und swei Dreiecks^ 
seilen fle^ckieiiig berührt 

die Auflösung: 
Man siehe die drei Halberungslsnien der fnnenwinksl des Dreiedts 
ABC^ welche sich m einem Punkte S sehneiden; man lege m das bmere 
des Dreiecks 

BCS den Berührungskreis ((oO) 

t^JS . • ((*0) 

ABS , , ((O); 

die beiden Sreiee (yb^O und ((c^) h a ben mü der gemeinsdurftUchen Tanr 

gente AS neeh eme ghichmt^ (sgmsmetrisch liegende) sweite gemeinsehaft'^ 

Hche Tmmgemle «P« #iMM die Kreise ((O) und ((o^) ^^ sweite mit BS 

gttich^trfige gemeinscha/tHche T ang emi e ßP und endlich die Kreise ((oj) 

und \xb^^ eine su^i^ wut CS gleichartige ge mei n s chaftliche Tangente yP; 

diese Jf^ «VcrAmnn jcki^ivfm MrA m emem Punkte P; aMann werden die 

tier tf#f\«ir«: 

J Ä .4 1\ PI. Pf een einem Kreise (a) 

Bi; BA, P:. P. , , M (*) 

CA l /i. Pa, Pß » . M (c) 

War< umir *r *« Kreise («) (*) (c) sind die gesuchten. 

IHm im di« iS» iw raAe Auflösung der ifaZ/oOiiBefaen Au%die. 

4^ |«li ^^efti» uidit w«it«r ein auf die Mehrdeuti^mt der Au%abe^ 
^^^^ j^lMMT Mkb«t a. iw O« besprochea hat, da bei alleo flhngeu Toa 
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dem hier betrachteten Falle abweichenden Lagenverhältnissen eine geringe 
Modification der Gonstruction zum Ziele fOhrt. Auch wird sich erkennen 
lassen, dass vermittelst des Princips der Transformation durch reciproke 
Radien die von Steiner gegebene Verallgemeinerung der Aufgabe analog 
dem hier behandelten besonderen Fall zur Lösung gelangt. Die Ausdeb- 
nimg der Aufgabe auf die Eugelfläche geht aus der ebenen Angabe hei^ 
vor vermittelst des Princips der stereographischen Projection, welches weiter 
nichts ist, als ein specieller Fall des auf den Raum übertragenen Princips 
der Transformation durch reciproke Radien. 

Jedoch möchte ich den Liebhabern rein - geometrischer Forschung 
auf dem Gebiete der Elementargeometrie eine weiter eingehende Betrach« 
tong der Mal/attüchen Figur in der Ebene empfehlen, weil dabei noch 
manche interessante Beziehungen zu Tage treten, auf welche die algebraische 
Behandlung des Problems nicht so leicht flQhrt. Auch metrische Relationen 
ergeben sich, die, wie es scheint, noch nicht bemerkt worden sind; z. B. 
zeigt sich ohne Weiteres, dass die drei Halbirungslinien der inneren Winkel 
des Dreiecks abct welche sich in P schneiden, die Punkte OiitCi in der 
Weise enthalten , dass der Abstand c c, das geometrische Mittel aus den 
beiden anstossenden Seiten ca und cb ist, d. h. 

ee^ssssca • cb und ebenso 

aai=:ab • ac 

iii'=s bc • ba. 
Erg&nzen wir noch die Figur, indem wir zu dem inneren Aehnlich- 
keitspunkt a der beiden Kreise ((ii)) und ((C|)) den inneren Aehnlichkeit»- 
pankt b der beiden Kreise ((ci)) und ((ai)) und den inneren Aehnlichkeits- 
punkt c der beiden Kreise ((aO) "^^ ((^0) hinzufügen, so haben wir fol- 
gende Dreiecke: 

ABC 
a b c 

dl i| Ci 

a b c, 

welche allemal paarweise perspectivisch liegen. Die Projectionscentra dieser 

paarweise perspectivisch liegenden Dreiecke, sowie die Geraden, auf welchen 

si* 



die Schnittpunkte entsprechender Seiten liegen, stehen in eigenthflmlicher 
Beziehung zu einander. Man kann auch noch die Berflhrungspunkte der 
drei Kreise {(a;)) ((60) ((^0) mit den Seiten B C, CA, AB, d. h. die Mittel- 
punkte der Strecken ßt"'^', /'«^ a'^ 'in die Betrachtung hineinziehen und 
erhalt dadurch ein neues Dreieck, dessen Beziehung zu den froheren auf- 
zusuchen ist. Auch die bekannten Foc^deigenschaften der Kegelschnitte 
treten bei dieser Figur auf: Es sind P und S die Brennpunkte eines Kegel- 
schnitts, welcher die Seiten des Dreiecks OibiCt in den Punkten c a 6 be- 
rOhrt; es sind P und A die Brennpunkte eines Kegelschnitts, welcher dem 
Dreiecke ä biCi einbeschrieben ist und ebenso bei den übrigen Ecken des 
Dreiecks ABC. Die MalfattiBche Figur dOrfte daher noch eine ergiebige 
Quelle sein f&r elementare Au^ben und Sätze und würdig einer ebenso 
vielseitigen geometrischen Betrachtung, wie sie dem Apolhntuisdien Be- 
rührungsproblem zu Theil geworden ist. 

Breslau im October 1873. 



Ueber die Determinaiite mehrerer Fimclionen 

einer Yariabeln« 

(Von Herrn 0. Fh>bemu$.) 



MJur Darstellung des allgemeinen Integrals einer completen linearen 
IXfferentialgleichang durch die Integrale der reducirten gebraucht man 
gewisse aus diesen Integralen und ihren Ableitungen rational gebildeten 
Aoadrttcke, welche als Auflösungen eines Systems linearer Gleichungen die 
Form Ton Quotienten sweier Determinanten haben. Diese Ausdrücke sind, 
wie ich bemerkt habe, zugleich die Moltiplicatoren der Differentialgleichung. 
Da durch diese Beobachtung die Beziehungen zwischen den Integralen und 
den Multiplicatoren einer linearen Differentialgleichung, welche in der letzten 
Zeit von den verschiedensten Seiten her die Aufmerksamkeit auf sich ge- 
lenkt haben, ein erhöhtes Interesse gewinnen, so scheint es mir der MOhe 
werth, dieselben kurz zusammenzustellen. Weil sie aber rein formaler 
Natur sind, so will ich sie auch, ohne wesentiiche Benutzung analytischer 
Sitze aus der Theorie der linearen Differentialgleichungen, auf rein rech- 
nendem Wege beweisen. Alsdann bilden sie eine Theorie der Determi- 
nanten, welche aus X Functionen einer Veränderlichen und ihren Ableitun- 
gen bis zur (il — l)ten Ordnung gebildet sind» und welche an merkwQrdigen 
Kgenschaften nicht minder reich sind, als die von Jacobi ausfCkhrlich 
bdiandelten Functionaldeterminanten. 

§. 1. 

Sind jfn y»>"'yi Functionen einer Veränderlichen x, and ist y^5 die 
ßto Ableitung von y^ so nenne ich den Ausdruck 



:?±yiy,<«-y.<*-« 



yi y» • • yi 
yi« y,<^' --yj'« 



• • 



y^a^l, y^a-I, . . y^a-i, 
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die Determinante dieser l Functionen und bezeichne ihn mit D(jfiy ys, 
Ist y eine Function von x und multiplicirt man die Determinante 

y --0 

yW y --0 

y» 2y^ y --0 



•y 



• • 



y" 



mit /)(yi» y»» * * * yO) in^in man ihre Zeilen mit den Colonnen der letzteren 
zusammensetzt! so gelangt man zu der Gleichung 

(!•) ^(yiyiytyt •••yiy) = y* J5(yi,yt, •••yi). 



— , so verschwinden in der auf der 

Vi 



Setzt man insbesondere y sa 

linken Seite stehenden Determinante die Elemente der ersten Golonne bis 
auf das erste, welches gleich 1 wird, und daher reducirt sie sich auf die 
Determinante der X — 1 Functionen 



• • 



so ist 



^ Vi Vi ' dm y, y^ 

Setzt man also 

D(yuy^^yi, •••/)(yi,ya) = yi'» 
D(yu y„ • • • ya) = ^T=r D(j/i, y/, • • • y/). 



Beweis ftr 



Aus dieser Formel ergiebt sich zunftchst ein 
das Theorem: 

Wenn mehrere Functionen unter einander unabhängig eindy so i$t 
ihre Determinante van Null verschieden; wenn sie aber nicht unter ein^ 
ander unabhängig sind, so ist ihre Determinante gleich Null. 

In diesem Satze sind, wie es in der Theorie der linearen Differential- 
glttchungen üblich ist, mehrere Functionen unter einander unabh&ngig 
genannt, wenn zwbchen ihnen keine homogene lineare Gleichung mit con- 
stauten Coefficienten besteht. Der zweite Theil desselben ist leicht zu 
beweisen. Um auch den ersten Theil zu begrQnden, nehmen wir an, es 
sei f&r k — 1 Functionen bewiesen, dass, wenn ihre Determinante verschwin- 
det| zwischen ihnen eine lineare Relation besteht^ und zeigen, dass dann f&r 
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X Functionen dasselbe gilt. Da die Richtigkeit der Behauptung f&r eine 
Function einleuchtet, so ist sie damit allgemein bewiesen. 

Wenn jfi nidht identisch verschwindet, was einer linearen Relation 
zwischen yi, y«, * • * yi gleichkommt, so folgt aus dem Verschwinden der 
Determinante /)(yi, y^i - - * yO? dass auch D(yi\ y/, • • • y/) &s ist. Mithin 
besieht eine Gleichung von der Form 

c%y% -hCty^'-\ h Ca y/ « 0. 

Durch Division mit yi' ergiebt sich daraus 

^«trjfi d» Hl « yi 

und durch Integration 

«i yi H- <% yt H h Ca y;i = 0, 

womit die Behauptung erwiesen ist 
Ans der Formel 

D(yity„---ya) = ^p^D(y;,y;,---y;) 
Iblgt 

^(yi, ytf yO = ^ ^ (ysi'vys')» ^(yi» Vu yO = ^ D(y;, y/), • • • 

D(y„ y^ SfO«=^ ^ (y/» y/)f 

ferner 

D(yt^y,^••yO = ^^ß(ß(yf^yO.^(y•^yO.•••^ 



Indem man* diese Formeln mit einander combioirt^ gelangt man zu 
der Gleidiung 
J>t$x, yt, • • • yO = ^^^ y^y., D(D(yi,y„yO, D(yi, y„ y^r-D{y^y^y;)). 

Durch wiederholte Anwendung dieser Schlussweise findet man end- 
lich den Satz: 

Sind tii, ti,, • • • u^9 Vii Vs, • • • V, fVincfionen üon x und ist 

WxS=aD(Uts tit» • • • 11^ vOytOt^=^D(utsthi • •• tl^t Vf), • • • IC,=s D(t«i, II9 ••• Up, ü,), 

(8.) *(«««» •••<V.«.^-..)-^|f^777^. 
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• • • 



ya unter 



§. 2. 
Ein Bpecieller Fall der eben entwickelten Formel ist die Gleichung 

welche sich auch in der Form 

/3 N /?(yi>'-y''-i^y»-nv"yO ^^ yi>' -yO ^^ ^ ^> y i ^ > -y^-^yM-it > « *af 

^ '"^ ^iiy»,-yO -DCyi,y„...yO A; i>(yt,y„...ya) 

Bchreiben lasst. Wir nehmen jan, dass die Functionen yi, y^ 
einander unabh&ngig sind, und setasen zur AbkQrzung 

(4.) .. ^i-iy^ SSü^^^ü^^^, 

(».)i>&) -(-1)' ^X:^ 

Alsdann lautet die Gleichung (3.) 

(7.) ».P(y) = £/»(y,0. 

Die Deteniiinante 

yi y» ♦ • yi 
yi» y.« "Vif» 



• • 






hat, wenn x < l — 1 ist, den Werth Null, wenn aber x «s X — 1 ist, den 
Werth D (yi, ysf • * * yi)- Indem man dieselbe nach den in der letzten Zeile 
stehenden Elementen entwickelt, gelangt man zu dem Sjrstem der Glei- 
chungen 



(8.) 



yi 
y» 



0) 






y.<^-«'. 



SelBt 



yi 



<'-»)*» 



y* «I 



y/*-'>i, 
y/*-«i^. 



+ 



• • 



• • 



• • 



• • 



• • 



ya *A 
yi« 'i 



yi^'x 
yi^'^'i 



0, 
0, 

•> 

0, 

1. 



(9.) #^»-y.«*»'*> 



y,(.) xr/) 



• • • 



ya »i 



W 
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80 kann man dieselben kürzer in der Form 

darstellen. Nmi ist aber 

d^ *"-!£_ _ 



d«» 



^«41 + 2*»_j^ 1 -h Ä,_9, s, 






Ist X <; iL — 1, 80 ergiebt sich aus diesen Gleichungen, dass all- 
gemein s^ß=sO ist, wenn a -h ß <Zk — 1 ist. Wenn x =?» X — 1 gesetzt 
wird, so folgt aus ihnen mit Hfllfe der bekannten Identität 

dass Sx^i^ 0, ^i_j, i» • • • abwechselnd gleich -4- 1 und — 1 sind. Ist endlich 
X SS iL, so schHesst man auf dieselbe Weise, dass ^a, = — ^a-i, 1 = +•*!-•, t 
= •••2=5 ( — l)*^o.a ist. Es gilt also der Satz: 

Der Ausdruek 

(90 s^^ = y,<-> zx^^ + y,<-> ^,^) + • • • + y/-> ^.^^ 
w/, tt;^nn a •+-/?< Ü — 1 t>f, gr/^Ä Null^ und wenn <]^'+' ß =^1 — 1 ist^ 
ffleieh (— 1/. 

unter den soeben entwickelten Relationen befinden sich die Glei- 
chungen 



(10.) 



«1 Vi H 


h «I y» H 


- ••• 4- 


«1 yi = 


= 0, 


«i« yi H 


h ^,« y, H 


- ••• + 


^A<*> y2 = 


«0, 


«»<'-«yx H 


h «/'-*y« - 


h ••• + 


^/^-•>y* « 


«0, 


*i<*-*'yt -^ 


h */^^'y. H 


h ••• H- 


«/'-»>yi = 


»(-1)»-» 



Wftre Z) (j^i, jg^ . . . £r;i) s= 0, so würde aus den Gleichungen e^^ == 0, 
^0^ 1 ;=s 0, • « • «0, i.9 ==^ folgen, dass auch «0, ;i-i verschw&nde, wahrend dieser 
Ausdruck doch den Werth ( — 1)^'^ hat. Daher sind die Functionen Zi^ 
z^* • ' Zi unter einander unabhängig. Vergleicht man die Gleichungen (8.) 
mit den Gleichungen (10.), so erkennt man, dass die Beziehung zwischen 
den Functionen y^, y«, • • • yi und z^ z^^* *^ Zi eine reciproke ist, abgesehen vom 

Jonmil for Malhmiatlk. Bd. LXXVU. Hell S 11. 3. 82 
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mit 



Vorzeichen bei geradem X. Aus jeder Relation zwischen diesen 
Systemen von Functionen kann man daher eine neue herleiten, indem man 

vertauscht. Auf diese Weise ergiebt sich z. B. aus der Gleichung (4.) 

In Folge dessen nennen wir Zi^ Zf^^ • • Zi die den Functionen y^, ys» * * * yz 
adjungirten Functionen*). 

§. 8- 
Wenn man durch zeilenweise Zusammensetzung das Prddnct der 
beiden DetermiiAnten 



yi 



yi 



(*.-!) 



yi' 



(-) 



Vi 



(i-1) 



y-+i • • Vi 



y» y»4-i 



••yi 



{— « 



(-) 



yÄi 



• • yi 



(•) 



y.'^-^'y:!!.-'^ --y/^-'' 



1 





• 1 











.0 



• 



>»+l 



• • 



«2 



• • 



^^-'-*>^ür-"--^/' 



D 



bildet, deren einegleich2)(yi,yi,--y^), und deren andere gleich Z)(^^i, ;2r, 
ist, so erhfilt man 



• •• 



'd 



Vi 

y. 



{— ») 



y. 



(i-i) 



•y. 



^, • • *«, i-K_l 



• • • 



•y«^" *^ "^»-1,0 ' • *« 1. 2-«-i 



•y 



(«) 



^, 



^«, i-l^-1 



• • • 



• Jfn^^ '^ ^2-.,, • • ^1^1. 2—1 



Da in dieser Determinante alle Elemente verschwinden/ welche die 
ersten x Zeilen mit den letzten X — x Colonnen gemeinsam haben, so reducirt 
sie sich auf das Product der beiden Determinanten 



Vi 



••y. 



y^(-t) . . y^(-.l) 



*«, • • ^«, 2-«-l 



^Ä-1,0 "•^2 1, 2-«-l 



*^. Ich hatte nrsprfinfflich den Ausdrack „reciproke Fonctionea^ gebraucht^ 
habe ihn aber mit dem Aos&iok „adjimgirie Functionen '^ yertäascht, nachdem die 
Arbeit des Herrn Fuche (dieses Journ. Bd. 76) zu meiner Eenntniss gekommen war. 
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Die erste ist gleich D (yi, ^i» * * * yO* ^ ^^^ andern verschwinden 
alle Elemente auf der linken Seite der Diagonale, di^ von rechts oben nach 
links unten führt. Daher ist in ihrer Entwicklung das einzige nicht ver^ 
schwindende Glied 

Wir gelangen so* zu der Gleichung 

Setzt man x = 0, so lautet dieselbe 

(12.) D(y^, yi, • • • ya) D(z^ 2r„ • • • i^i) = 1. 

Daraus geht wieder hervor, dass, wenn y^, yi, • • * yi unter einander 
unabhängig sind, auch zwischen Zi, 2^89 * * * ^i keine lineare Relation bestehen 
kann. Als Resultat dieser Entwicklung können wir die Sätze aussprechen : 

Das Product aus der Determinante mehrerer Functionen und der 
Determinante der ihnen adjungirten Functionen ist gleich 1. 

Bedeutet a, /?, y, • • • p> ^^ t, • • • eine Permutation der Zahlen 1, 2, • • • A, 
so ist 

(18.) JD(y., ya, y^, • • •) = « ^(^^> ^o, z,, • • •) D(\f^ y„ • • • yi) 
und 

(14.) D(z^ Zßy ^^, . . .) = « DQfg, yaj y», • • •) D(z^, ^ • ^ • z^), 

wo Ä s=s + 1 oder — 1 ist^ je nachdem die Permutation zur ersten oder 
zweiten Klasse gehört. 

Aus diesem Satze ergiebt sich ein einfacher Beweis für die Formel (2.)* 
Sind nämlich die den Functionen 

til, ttt, • • • u^, Vu v^ • • • V, 

adjungirten Functionen 

mid setzt man 

to. = D (wi, t^ • • • ti^, v.), 
so ist auch 

w. = (— l)'^^D(vt\ t;/ .. • vLi, vl^t, • •• v'O I>(ui, w„ • • • u^, t^i, t;„ . . . v,). 

Sind femer die den Functionen t;/, v^', •••!;/ adjungirten Functionen 

^l > ^9 1 ' ' • V» j 80 ist 

,,n / 1 \.>^ D(^u ^u \ ' • ^'^tr <>Wi> > • > <>'>) 

■** D{v^\ »,', • • . O -D(««i» «*»>..- «*« «1* «„ . • i;,) ■** i>(»n ^t> • • • «*0' 



253 Frobeniuij übm* die Determinante mehrerer Functionen einer Variabdn. 



Daher ist 



D(t«,,ti„...w^) 






oder 



(2.) ix^i. «» • • t^^ t>» r>^ . . • r.) = ^j;^";;;;;^^)),-. . 

§. 4. 
Bisher haben wir nur von den Grossen z, gehandelt. Jetzt wenden 
wir uns zur Betrachtung der Ausdrücke 

(6.) P(y,0O-(-l) D(y,J,i..y,) ^ 

Die Determinante 

y Vi • • ya 



(1) 



y^^ yi^^ • • yi 



y(-) y/-) ..y,(-) 

verschwindet identisch , wenn x <C A ist. Entwickelt man sie nach den in 
der letzten Zeile stehenden Elementen, so gelangt man zu der Gleichung 

y^"^ -D(yi, yt, -ya) - yi^-^ D(ii,y^'.yx)-^ h (— i)' y/-^ />(y, yi, • • ya^O = o. 

Daraus ergiebt sich durch Division mit Z)(yi, y«, • • • yi) 

(15.) y<-) = y/-) P(y, 2:,) + y,w p(y, ^,) ^ ^ y/«) p(y, ^^) (;, < i). 

Wir stellen uns nun die Aufgabe, eine Function P(j)^ z) zu bilden^ 
welche sowohl in Bezug auf y, als auch in Bezug auf z ein homogener 
linearer Differentialausdruck (A — l)ter Ordnung ist und fOr z^s^z^ den 
Werth P(y, z^ annimmt. Setzt man 

wo JPi Z„ • • • Ji_i homogene lineare Differentialausdrücke (i — 1) ter Ord- 
nung von y bedeuten, so hat man zur Bestimmung dieser X unbekannten 
Coefficienten die l linearen Gleichungen 

P(y, O ^Yz,+ T, ;^ « H vTu-x ii'-\ 

deren Determinante i)(jz^i, ^s) - <* - zj) von Null verschieden ist Daher 10t die 
Function P(y, z) durch die Bedingungen, denen sie genügen soll, voUstftn- 
dig bestimmt Um sie bequem zu ermitteln, schlagen wir den Weg ein, 
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auf dem man die Lagrangesche Interpolationsformel herzuleiten pflegt. Wir 
bilden zuerst einen homogenen bilinearen Differentialausdruck, der für 
z ===#1, • • • z^i^ z^iy •••;?; verschwindet und für z ss=z z^ den Werth P(y, z^) 
hat* Ein solcher ist 

-0(y» yi» • • • y— 1> y^^u • • • ya) ^(^, ^i» • • • -«j.^i, z.^,, • • • O. 

Indem wir dann die sämmtlichen so gebildeten Ausdrücke zusammenzählen, 
erhalten wir 

(16.) P(y, z) =s DQf, y«, y,, • • • yO D(5, ^j, 2r„ • • • jj?0 

H- X)(y,yi,y„— ya) D(^,5i, 2;„-je?a) H h ^(y^yi^y«» • • - yi-i) ^(^»^^^2, • • • «i-O- 

Daraus folgt 

(17.) f (y. .) = (-■ 1)-- ""^'^ ^^(;;;;-;; :::;y • • ''^ 

Für diese Ausdrücke gelten die den Relationen (15.) analogen 
Gleichungen 

(1 8.) 2r<-> = ^,« P(y„ ^) ^- 2r,« P(y„ ir) H h ^ ^"^ PQfi, z) (x < i). 

Aus der Gleichung (3.) ergiebt sich 

D(ZijZiy..zx) D{z^^z^...zi) dz I>(z^,z^,..zx) 

Daher folgt aus den Gleichungen (11.) und (17.) wenn man noch 



setzt, 



(19.) F(z) = (- ly g[:;,:;;;::g 

(20.) y. P(z) == (- ly-' ^ P(2,^ z). 



§. ö. 

Die Ausdrücke P(y) und F'(z) sind ak Determinantenquotienten 
definirt, und die Function P(y, z) ist als eine Summe von Determinanten- 
producten dargestellt. Wir wollen jetzt alle diese Ausdrücke auf die Form 
von Determinanten bringen. 

In Folge der Gleichung (12.) ist 



oder gleich 



' .D(yi, y», . . . yj) 



(— 1)* /)(y, y„ • • • y;0 D(Ziy *»•••;»») 



(-1> 



y yi 



yU) y,(») 



. . 



yx 



Vi 



f» 



yi 



<!) 



1 

«i 



. . 







• . 



« • . 



«,' 



(l-l) 



« • 



.a-1) 



%b.4i Frobenius^ über du Diterminante tMhrerer. Functionen einer Vajriabdn. 



Mithin ist 



(21.) P(y)=(-.iy 



und ebenso 



y^*^ «1,0 9^1 •• 'i,i-i 



• • 



(22.) P'(*) = (-l)* 



y**^ *.« *}^i " *i.i-i 






• • • 



Die Gleichung (15.) geht, wenn man, wie oben, 
setzt) in 

über. Indem man aus diesen /. + 1 homogenen linearen Gleichungen die 

1 -f- 1 Grössen 

— 1, 15^ Fl, • • • Ti^i 

diminirt» findet man die Gleichung 

P(y,z) z tfi^ .. ^^"*> 



y 



B 



m 



<S D 



•1,0 



^0» l 



y^^'^ ^2-1,0 ^2-1,1 



• ^0, 1-1 
' ^1. 2-1 



• ^2-1,2-1 

Auf der linken Seite ist der Coefficient von P^, z) die Determi- 
nante ^ + ^0, 'i, 1 * ' ' ^2>i, 2-1- ^ derselben verschwinden alle Elemente 
oberhalb der Diagonale, welche von rechts oben nach links unten f&brt. 
Daher reducirt sie sich auf das Glied 

(— 1) ♦'^'-'^ *0, 2-1 ^1, 2.9 •• • *2. 

Mithin ist 

Q z sfy^ 



1. 



(28.) P(y,z)=x=^ 



/'' «1. *!, I 



• • 



'•, 2-1 
^1.2-1 



• • 



y^^'^ «2-1, «2-1, 1 • • *2-l, 2-1 

Die Gleichungen (7.) und (20.) geben den Werth der Ableitung Ton 
F(^^ z) an, wenn entweder y einen der Werthe yi, yi, • • • yi oder s emea 
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der Werthe Zx^ ^S9 * * * ^x ha^ Allgemein l&sst sich diese Ableitung folgender- 
maassen berechnen: 

In der Gleichung (23.)9 welche nach x differentiirt werden soll, denke 
man sich fflr ^»^ seinen Werth aus Formel (9.) eingesetzt Alsdann' möge 
die Ablffltung der Determbante auf der rechten Seite der Gleichung (28.) 
wenn z^ Zi^* * • zi als constant betrachtet werden , den Werth P^ wenn abel*'- 
yrVu'*'yi ^ constant betrachtet werden, den Werth P^ haben. Nach 
einem bekannten Satze der Differentialrechnung ist unter diesen Voraus^ 
Setzungen 

In dieser Gleichung ist 



Pi«=- 



y 












,p.=- 






* • • 






Die DetenninaDte 



(-ly 



z 



. ^^-^) 



*«, y *o. • • 'o a-i 



Su y^'^ *2. • • Sj^ 2_i 



verschwindet identisch, weil die Elemente der ersten Golonne mit denen 
der dritten flbereinstimmen. Entwickelt man sie nach den in der ersten 
Golonne stehenden Elementen, von denen nur drei von Null verschieden 
sind, so erhält man 

^ P(y) — "»ii-Lo Pi + *;,o P(y, ^) = 0. 
Auf ähnliche Weise gelangt man zu. der Gleichung 

y P{z) — *o.2-.i P% -H ^0,/. P(y, ^) = 0- 
Nun ist aber 

*i-i. 0=1, *o,z-i = (— 1)^'\ «0^ z = (— 1)^ *;..o. 
Mithin ergiebt sich aus den vorigen Gleichungen 

(24.) -Si P(^, z) ^ z P(rf) -^ i- Vf y PQ^). 
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§. 6. 

Von den entwickelten Relationen wollen wir einige Anwendungen 
auf die Theorie der linearen Differentialgleichungen machen. Aus den 
Gleichungen (7.) und (11.) ergiebt sich unmittelbar der Satz: 

Van zwei Systemen adjungirter Functionen enthält jedes die MuUi- 
flicatoren der linearen Differentialgleichung ^ deren Integrale die Functionen 
des andern sind^ und in welcher der Coefficient der höchsten Ableitung 
gleich eins ist* 

Ist daher 

(25.) P(y) = 0-i-i).£^H--"H-l).y, 



80 ist 

(26.) F(,)^f^-^^^ + ... + (-iyp,z 

und 

/97 ^ P^. r\^^ ^^ _L. U « ^\ "tlJL ^ L ^ d(p,z) d'z\ d^ 
(27.) F(y^z)^z^i^-h(pt^ — ji)s^t-h\j^z—'^^ 

Ist p eine gegebene Function von x^ und ist y ein Integral der 
completen linearen Differentialgleichung 

50 folgt aus den Gleichungen (7.) und (15.) 

Daraus ergiebt sich der Satz: 

Sind 2^1, ya, * • • y^ ^on einander unabhängige Integrale der homogenen 
linearen Differentialgleichung l ter Ordnung P(y) = 0, in welcher der 
Coefficient der höchsten Ableitung gleich 1 istj und sind ^i, ^ • • • i^i die 
ihnen adjungirten Functionen^ so ist 

y^=^yxf Zxpdx -h y^fz^pdx-\ hyif zipdx 

dets allgemeine Integral der vollständigen linearen Differentialgleichung 

Ay)=i>. 

Die Formel (3.) lautet für x « X 

•P(y»y»»-»yO yyi»yti«-.yi) ± ^>yi.»-y<i-i) 

^(yi. yi. • • • yO ^i» y». . • • y^-O ^ -^Cyi» y». • • • yO * 
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Setzt man zur Abkürzung 

A = D(y^, tj^'" y^), Do = 1, 
so gelangt man durch wiederholte Anwendung dieser Formel zu der 
Gleichung 

K^o.) r^j — ly^ dx D, Di^i dx dx D,,D^ dx D^ 
Für ;f = 1 ergiebt sich aus der Formel (2.) 

I>(g, ^gp . . . Z)) D (z^^ z^, ... z x) d D(z, Za, . . . zx) 

Diz^,z^,...z/) D(z%, -s,'"^0 dx D(z^,z^,...ti)' 

Bedenkt man, dass 

^(^«-^w ^»-1-2^ • • • ^0 = ;d^ 

ist, so findet man durch wiederholte Anwendung dieser Formel die 
Gleichung 

\^^\3.) r [^z) — ^^ ^ ^^~p^ dx "' ^ Dl Di-, dx Di.x 
Den in den Gleichungen (28.) und (29.) enthaltenen Satz kann man 
so aussprechen: 

Die Multiplicatoren der linearen Differentialgleichung 

d d d d f. 

genügen der linearen Differentialgleichung 

d d d d /v 

Berlin, im Juni 1873. 
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lieber eine Eigenschaft des Inbegriffes aller reellen 

algebraischen Zahlen. 

(Von Herrn Cantor in Halle a. S.) 



Unter einer reellen algebraischen Zahl wird allgemein eine reelle 
Zablgrösse lo verstanden, welche einer nicht identischen Gleichung von der 
Form genfigt: 

(L) Oo Ol* -H Ol o)"-^ H h On = 0, 

WO n, üüfOiy ' ' • er« ganze Zahlen sind; wir kOnnen uns hierbei die Zahlen 
n und üo positiv, die Ooefficienten a^, Oi, • • • a« ohne gemeinschaftlichen 
Theiler und die Gleichung (1.) irreductibel denken; mit diesen Festsetzungen 
wird erreicht, dass nach den bekannten Grundsätzen der Arithmetik und 
Algebra die Gleichung (1.), welcher eine reelle algebraische Zahl genfigt, 
eine völlig bestimmte ist; umgekehrt gehören bekanntlich zu einer Gleichung 
von der Form (l.) höchstens soviel reelle algebraische Zahlen co, welche 
ihr genfigen, als ihr Grad n angiebt. Die reellen algebraischen Zahlen 
bilden in ihrer Gesammtheit einen Inbegriff von Zahlgrössen, welcher mit (co) 
bezeichnet werde; es hat derselbe, wie aus einfachen Betrachtungen hervor- 
geht, eine solche Beschaffenheit, dass in jeder N&he ii^end einer ge- 
dachten Zahl a unendlich viele Zahlen aus (co) liegen; um so auffallen- 
der dfirfte daher ffir den ersten Anblick die Bemerkung sein, dass man 
den Inbegriff (ai) dem Inbeginffe aller ganzen positiven Zahlen v, welcher 
durch das Zeichen (r) angedeutet werde, eindeutig zuordnen kann, so dass 
zu jeder algebraischen Zahl co eine bestimmte ganze positive Zahl y und 
umgekehrt zu jeder positiven ganzen Zahl r eine völlig bestimmte reelle 
algebraische Zahl a> gehört, dass also, um mit anderen Worten dasselbe 
zu bezeichnen, der Inbegriff (co) in der Form einer unendlichen gesetz- 
massigen Reihe: 

(2.) ttii- (ü„ • • (ü,, • • • 
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gedacht werden kann, in welcher sämmtliche Individuen von (cü) vor«- 
kommen und ein jedes von ihnen sich an einer bestimmten Stelle in (2.)^ 
welche durch den zugehörigen Index gegeben ist, befindet. Sobald man 
ein Gresetz gefunden hat, nach welchem eine solche Zuordnung gedacht 
werden kann, l&sst sich dasselbe nach Willkür modificiren; es wird daher 
genügen, wenn ich in §. 1 denjenigen Anordnungsmodus mittheile, welcher, 
wie mir scheint, die wen^ten Umstände in Anspruch nimmt. 

Um von dieser Eigenschaft des Inbegriffes aller reellen algebraischen 
Zahlen eine Anwendung zu geben, fQg^ ich zu dem §. 1 den §. 2 hinzu, 
in welchem ich zeige, dass, wenn eine .beliebige Reihe reeller ZahlgrOssen 
von der Form (2.) vorliegt, man in jedem vorgegebenen Intervalle (a • • • /?) 
Zahlen tj bestimmen kann, welche nicht in (2.) enthalten sind; combinirt 
man die Inhake dieser beiden Paragraphen, so ist damit ein neuer Beweis 
des zuerst von Liouville bewiesenen Satzes gegeben, dass es in jedem vor- 
gegebenen Intervalle (a • • • /?) unendlich viele transcendente, d. h. nicht alge- 
braische reelle Zahlen giebt. Femer stellt sich der Satz in §. 2 als der 
Grund dar, warum Inbegriffe reeller Zahlgrössen, die ein sogenanntes Con- 
linuum bilden (etwa die sämmtlichen reellen Zahlen, welche ^ und ^ 1 
sind) sich nicht eindeutig auf den Inbegriff (y) beziehen lassen; so fand ich 
den deutlichen Unterschied zwischen einem sogenannten Continuum und einem 
Inbegriffe von der Art der Gesammtheit aller reellen algebraischen Zahlen. 

§. 1. 

Gehen wir auf die Gleichung (I.), welcher eine algebraische Zahl oi 
genügt und welche nach den gedachten Festsetzungen eine völlig bestimmte 
ist, zurück, so möge die Summe der absoluten Beträge ihrer Coefficienten, 
vermehrt um die Zahl n — 1, wo n den Grad von co angiebt, die Höhe 
der Zahl a> genannt und mit N bezeichnet werden; es ist also, unter An- 
wendung einer üblich gewordenen Bezeichnungsweise: 

(3.) N = n— 1 ^- [öo] -^[a^-^ h[aj. 

Die Höhe N ist darnach für jede reelle algebraische Zahl ai eine 
bestimmte positive ganze Zahl; umgekehrt giebt es zu jedem positiven 
ganzzahligen Werthe von N nur eine endliche Anzahl algebraischer reeller 
Zahlen mit der Höhe N\ die Anzahl derselben sei ^(iV^; es ist beispiels- 

33* 
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^eise (p(X) = 1; (p(X) = ^» ^(3) = 4. Es lassen sich alsdann die Zahlen 
des Inbegriffes (oi), d. h. sämmtliche algebraischen reellen Zahlen folgendeiv 
massen anordnen; man nehme als erste Zahl aii die eine Zahl mit der 
Höhe ^ = 1 ; lasse auf sie, der Grösse nach steigend, die f^(2) = 2 alge- 
braischen reellen Zahlen mit der Höhe N=z 2 folgen, bezeichne sie mit 
Wfi Wz; an diese mögen sich die (/}(3) = 4 Zahlen mit der Höhe ^=3, 
ihrer Grösse nach aufsteigend, anschliessen; allgemein mögen, nachdem in 
dieser Weise sämmtliche Zahlen aus (cu) bis zu einer gewissen Ji6heN=:Ni 
abgezählt und an einen bestimmten Platz gewiesen sind, die reellen alge- 
braischen Zahlen mit der Höhe N = Ni-\- l auf sie folgen und zwiar der 
Grösse nach aufsteigend; so erhält man den Inbegriff (co) aller reellen alge- 
braischen Zahlen in der Form: 

und kann mit Rücksicht auf diese Anordnung von der ?'ten reellen alge- 
braischen Zahl reden 9 wobei keine einzige aus dem Inbegriffe (co) ver- 
gessen ist. — 

§. 2. 
Wenn eine nach irgend einem Gesetze gegebene unendliche Reihe 
von einander verschiedener reeller Zahlgrössen : 

(4.) U/i, (Xlj, • • • u)„- • • . • • 

vorliegt,, so lässt sich in jedem vorgegebenen Intervalle («•••/?) eine Zahl tj 
(und folglich unendlich viele solcher Zahlen) bestimmen, welche in der 
Reihe (4.) nicht vorkommt; dies soll nun bewiesen werden. 

Wir gehen zu dem Ende von dem Intervalle (ja - ' - ß) aus, welches 
uns beliebig vorgegeben sei, und es sei a<Zß; die ersten beiden Zahlen 
unserer Reihe (4.), welche im Innern dieses Intervalles (mit Ausschluss der 
Grenzen liegen, mögen mit «', ß' bezeichnet werden, und es sei a <Z ff; 
ebenso bezeichne man in unserer Reihe die ersten beiden Zahlen, welche 
im Innern von («'••• /?') liegen, mit a\ ß'\ und es sei a" < /9", und nach 
demselben Gesetze bilde man ein folgendes Intervall («'"••• /S"') u. s. w. 
Hier sind also or', a" - - - der Definition nach bestimmte Zahlen unserer 
Reihe (4.), deren Indices im fortwährenden Steigen sich befinden^ und das 
Gleiche gilt von den Zahlen ß'^ ß" - -- -; ferner nehmen die Zahlen et', a''^^*'** 
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ihrer Grösse nach fortwahrend -zu, die Zahlen ß', /?",••• nehmen ihrer 
Grösse nach fortwährend ab; von den Intervallen (a • • • /S), (a' • • • ß'), 
(a" • • • i3"y, ' • • schliesst ein jedes alle auf dasselbe folgenden ein. — Hier- 
bei sind nun zwei Fälle denkbar. 

Entweder die Anzahl der so gebildeten Intervalle ist endlich; das 
letzte von ihnen sei (a^^ • • • ß^"^) ; da im Innern desselben höchstens eine 
Zahl der Reihe (4.) liegen kann , so kann eine Zahl ij in diesem Intervalle 
angenommen werden, welche nicht in (4.) enthalten ist, und es ist somit 
der Satz für diesen Fall bewiesen. — 

Oder die Anzahl der gebildeten Intervalle ist unendlich gross; dann 
haben die Grössen a, a, u'\ • • •, weil ^ sie fortwährend ihrer Grösse nach 
zunehmen, ohne ins Unendliche zu wachsen, einen bestimmten Grenzwerth a^ ; 
ein gleiches gilt für die Grössen ß, ß\ /3", • • •, weil sie fortwährend ihrer 
Grösse nach abnehmen^ ihr Grenzwerth sei /?^; ist a^=^ß^ (ein Fall, 
der bei dem Inbegriffe (co) aller reellen algebraischen Zahlen stets eintritt), 
so fiberzeugt man sich leicht, wenn man nur auf die Definition der Inter- 
valle zurfickblickt, dass die Zahl ij = a^ = ß^ nicht in unserer Reihe ent- 
halten sein kann*); ist aber «^ <Cß^ ^ so genfigt jede Zahl tj im Innern 
des Intervalles (a^---^^) oder auch an den Grenzen desselben der ge- 
stellten Forderung, nicht in der Reihe (4.) enthalten zu sein. — 

Die in diesem Aufsatze bewiesenen Sätze lassen Erweiterungen nach 
verschiedenen Richtungen zu, von welchen hier nur eine erwähnt sei: 

„Ist cüi, ws, • • • • cü», • • • eine endliche oder unendliche Reihe von 
einander linear unabhängiger Zahlen (so dass keine Gleichung von der Form 

^1 tt>i + <*! ö>» H h fl« co„ = mit ganzzahligen Coefficienten, die nicht 

sämmtlich verschwinden, möglich ist) und denkt man sich den Inbegriff (i2) 
aller deijenigen Zahlen i2, welche sich als rationale Functionen mit ganz- 
zahligen Coefficienten aus den gegebenen Zahlen w darstellen lassen, so 
giebt es in jedem Intervalle (« • • • ß) unendlich viele Zahlen, die nicht in 
(12) enthalten sind.^ 

In der That fiberzeugt man sich durch eine ähnliche Schi uss weise, 

*) Wäre die Zahl rj in onserer Reihe enthalten, so hätte man rj^tOpy wo p 
ein bestimmter Index ist; dies ist aber nicht möglich, denn (»p Hegt nicht im Innern 
des Intervalles {a^PK . ./t^^O» ^^hrend die Zahl rj ihrer Definition nach im Innern die- 
ses Intervalles Üegt 
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Bemerkung zu der Geiserschen die Curven dritter 

Ordnung betrefTenden Abhandlung: „Ueber zwei 

geometrische Probleme** im 67. Bande dieses 

Journab. 



(Von H«m MiUnowiki io Tilsit) 



D, 



^a8 erste der in der genancten Abhandlung gelösten Probleme 
heisBt : 

Wenn von den 9 Durcksehnittspunkten zweier Curven 
dritter Ordnung sieben fest bleiben^ wahrend der achte nach einem 
bestimmten Gesetz sich bewegt, nach welchem Gesetz ändert dann 
der neunte seine Lagef 
Dieses Problem l&sst sich auf eine der beiden folgenden, von der 
gegebenen ganz verschiedenen, Arten lOsen, die sich auf das allgemeinere 
Problem ffir Curven ganz beliebiger Ordnung ausdehnen lassen. Die erste 
dieser Arten stützt sich auf die von Hm. Cremona (Einleitung in eine geome- 
trische Theorie der ebenen Curven) entwickelten Eigenschaften eines 
Cnrvennetzes. Alle Curven dritter Ordnung, welche durch sieben feste Punkte 
Ai^ Af^ ^ ' ' Aj gehen, bilden ein Netz; alle Curven desselben, welche durch 
einen achten Punkt B gehen, treffen sich noch in einem neunten Punkt B 
und bilden ein Büschel. Wir nehmen vier beliebige Curven des Netzes, von 
denen keine drei zu einem Büschel gehören, und bezeichnen sie mit 
Ci Cj' Ci C^ und lassen ihnen 4 Punkte Pi P^ P^ P^ entsprechen, von 
denen keine drei auf einer Geraden liegen. Dadurch ist jedem Punkte P 
eine bestimmte Curve (? zugeordnet und umgekehrt Allen Curven (?•••, 
welche durch einen Punkt B gehen, entsprechen die Punkte P • • • einer 
Geraden b\ da alle diese Curven aber auch durch E gehen, so können wir 
sagen, jedem Punkt B oder 'jB', in denen sich die Curven eines Büschels 
admeiden, ist eine Gerade 6, und jeder Geraden b sind zwei Punkte B 
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und B' zugeordnet. Wenn sieb B auf einer Geraden g bewegt, so wird 
die Gerade b von einer Curve dritter Classe eingehüllt^ die mit ©, bezeichnet 
werde ; geht g durch einen der sieben Grundpunkte des Netzes, etwa durch 
Axy 90 zerfUlt ®s m einen Kegelschnitt @| und den Punkt ^r; ist.^ die 
Verbindungslinie zweier Grundpunkte Ai und A^j so zerfällt @s in die 
beiden Punkte Ai und A^ und einen dritten &i. Denn ist P ein beliebiger 
Punkt, so schneidet die ihm entsprechende Curve C^ die ^ in 3 Punkten B, 
deren entsprechende Gerade 6 sich in P treffen; geht g durch Ai, so fiUlt 
einer der drei Punkte B mit Ai zusammen, also gehen durch P nur zwei 
Gerade 6, und wenn g die Gerade Ai A^ ist, so fallen zwei Punkte B mit 
Ai resp. A^ zusammen und durch P geht nur eine Gerade b. Wir suchen 
die allen Tangenten b von (äs entspi*e€henden Punkte R. Sie wenden eine 
Curve erfüllen, deren Ordnung wir bestimmen wollen. Es sei m eine be- 
liebige Gerade , so ist ihJr eine Curve 9Rs dritter Classe zugeordnet , der Ort 
der den Punkten B von m entsprechenden Geraden b. Die Curven @$| 
und 9R| haben 9 gemeinschafUiche Tangenten 6, deren entsprechende Punkte 
B^ auf m liegen ; einer von diesen Punkten ist aber der Schnittpunkt von g 
und ni, also folgt, dass ausser diesem Punkt auf einer beli^*bigen Geraden m 
acht Punkte B liegen. — Wir ziehen m durch einen der sieben Grund- 
punkte, etwa durch A^^ so entspricht ihr ein Kegelschnitt Wl^ welcher mit 
9\ sechs gemeinschaftliche Tangenten hat; also liegen auf einer beliebigen, 
durch einen der Grundpunkte gezogenen Geraden m nur fünf Punkte JS', 
wenn man wieder den Schnittpunkt von m und g nicht mitrechnet. Von 
den licht Punkten jB', die auf einer beliebigen Greraden m liegen, fallen tn 
dem Falle, daivs m durch einen der Grundpunkte geht, drei mit diesem zu- 
sammen. Daraus folgt: 

Bewegt sich B auf einer Ginraden g^ so bewegt sioh B auf 

einer Curve K^ achter Ordnungy welche in jedem der sieben Grund- 

punkte einen dreifachen Punkt hat 
Die 7/<tÄJVSohe Cnrve des Netzes ist (cf. Oremona art. 95) e'me 
Curve li*^ sechi^ter l)rdnung. welche die 7 Grundpunkte zü DoppelponktM htft, 
und daraus folgt: 

Sollen von den 9 Durchsc/knittspunkten zweier Ourven 

dritter Ordnung, von denen 7 fest sind^ die beiden übrigen tu- 
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sammenf allen j so ist der Ort dieser zusammenfallenden Punkte 
eine Curve IF sechster Ordnung^ welche die 7 Grundpunkte zu 
Doppelpunkten hat. 
Es seien nun Ai, ilt, • • • i4,_„ worin q =s \n{n + 3) sein soll, q — 2 
feste Punkte, in denen sich die Curven O nter Ordnung schneiden sollen. 
Diese bilden also ein Netz, und man kann zwischen den Curven 0" • • • des 
Netzes und den Punkten P . . . der Ebene eine eindeutige Beziehung her- 
stellen. Alle Curven C"..., welche sich noch in einem Punkt B schnei- 
den, bilden ein Büschel und schneiden sich noch in \{n — l)(n— 2) = r 
Punkten B. Wenn nun B auf einer Curve K^ mter Ordnung sich bewegt^ 
welphe Curve K* durchlaufen die Punkte B . . .1 Ist P ein beliebiger Punkt 
and 0* die ihm entsprechende Curve, so schneidet sie K"^ in mn Punkten 
B^ deren entsprechende Gerade b sämmtlich durch P gehen; also werden 
die den Punkten B . . . von K"^ entsprechenden Geraden b . . . von einer 
Curve &^ der mn ten Classe umhOUt. Geht K"^ durch einen der q — 2 
Grrundpunkte, so verringert sich die Klasse der Curve ®^n um 1, geht K'* 
durch 2 Grundpunkte, so verringert sie sich um 2, u. s. f. Um zu erken- 
nen, wie viele Punkte B .. ., die den Tangenten von &^^ entsprechen, auf 
einer Geraden g liegen, bestimme man den Ort der Geraden b . . ^ welche 
den Punkten B * . . von g entsprechen; dieser ist, da g von der ersten Ord- 
nung , eine Curve @, nter Klasse. Sie hat mit &^^ m^n^ gemeinschaft- 
liche Tangenten, also liegen auf ^ auch m^n^ Punkte B . . .j welche den 
Tangenten b .. . von &^^ entsprechen. Hiervon ziehe man die m Schnitt- 
punkte von K'* und ^ ab, so erhält man auf jeder Geraden g noch 
m^n^ — m oder m(n^ — 1) Punkte B... Ist y eine Grerade durch einen 
der q — 2 Grundpunkte, z. B. i4|, so ist der Ort der Geraden 6 . • ., welche 
den Punkten B . . . von g entsprechen, eine Curve der nten Klasse, welche 
aus dem Punkte Ai und einer Curve @«.i der (n — l)ten Klasse besteht. 
Letztere hat mit ®^, mn(n — 1) gemeinschaftliche Tangenten 6 . . ., deren 
entsprechende Punkte B -*. auf g liegen. Von ihnen hat man vneder die 
m Schnittpunkte von £^ und ^ fortzulassen, so dass auf^ nur m[n(n— 1)— 1] 
Punkte ff , . . zu rechnen sind. Dies sind aber mn Punkte weniger als auf 
einer beliebigen Geraden ^, die durch keinen der Grundpunkte geht, daher 
ist Af ein mn-facher Punkt des Ortes der Punkte B ..^ und zwar liegen in 
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Ai die Punkte B . . .^ welche den mn Tangenten von Ai an ®mii9 ^^ ^^ 
rade 6 . . . aufgefasst,, entsprechen. Da A^ ein ganz beliebiger Grrundpunkt 
war, so folgt: 

Bewegt eich ein Punkt B auf einer Gurve K^ der mten Ord^ 
nung^ eo durchlaufen die r—l Funkte B ... eine Curve der m(n^—l)ten 
Ordnung, welche jeden der q — 2 Grundpunkte A^. . . Ag^ zu einem 
mn-fachen Punkt hat. 
Wir denken uns die Gurve Z*" durch p von den q — 2 Grundpunkten 
gelegt, p -^q — 2, so ist der Ort der den Punkten B . . . von K^ ent- 
sprechenden Geraden b . . . eine Curve der mnten Klasse, die aber aus den 
p Punkten Ai^ . . . A^ und einer Curve @„,«_p der (rnn — p)ten Classe besteht^ 
Die den Punkten B einer beliebigen Geraden g entsprechenden Geraden 
b . . . werden von einer Curve ®, der nten Klasse eingehüllt. Letztere hat 
mit Q^rim^-p (w^ "~P)^ gemeinschaftliche Tangenten, daher liegen auf g eben 
so viel Punkte B . . .^ also ist der Ort der Punkte B . . . eine Curve K der 
[(mn — p) ' n — m]ten Ordnung. Von jedem der Punkte Ai, . . . A^ lassen sich 
an &^ noch n Tangenten ziehen; die diesen, als Gerade &..» aufgefasst» 
entsprechenden Punkte B . . . liegen noch auf p Curven Äi*, . . . Ä/, der 
nten Ordnung. — Ist g eine beliebige Gerade durch einen der Grund- 
punkte, z. B. ^4^, durch welchen auch K^ geht, und durchläuft ein Punkt B 
dieselbe, so ist die Enveloppe der ihm entsprechenden Geraden b eine 
Curve ®^t der (n — l)ten Klasse und der Punkt Ai. Die erstere hat mit 
®m«-p (^^ — P) (w — 1) gemeinschaftliche Tangenten und daher liegen eben- 
soviel Punkte B . . . auf y, doch sind von ihnen wieder die Schnittpunkte 
von K^ und g fortzulassen, bis auf einen, nämlich u4i, also sind auf ^ noch 
[(mn — p) (n — 1) — (m — 1)] Punkte B . . ., und daher sind in diesem Fall 
im Punkt Ai noch mn — p — 1 Punkte B vereinigt. Legen wir g durch 
irgend einen der Grundpunkte, durch welche K"^ nicht geht, so finden wir, 
dass in ihm mn — p Punkte B . . . vereinigt sind. Ebenso lässt sich 
zeigen, daas jede der p Curven .ft?? • • • ^^J die p Punkte Ai^ . . . A^ durch 
welche K'' geht, zu Doppelpunkten, und die übrigen Grundpuukte Ap^i, . . . 
A^2 zu einfachen Punkten hat. Aus Allem folgt: 

Geht eine Curve K^ der mten Ordnung durch p Grund- 
punkte A^y . . . Ap, p^ q — 2, und es bewegt sich ein Punkt B auf 
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derselben^ so durchlaufen die r—l entsprechenden Punkte B . .. eine 
Curve K der [(m7i — p) n — m\ten Ordnung und p Curven Äj", . . . 
^P^ /ede von der nten Ordnung. Die Curve K hat in jedem der 
p Orundpunkte^ durch welche K^ geht^ einen (mn — p — V)fachen und 
in jedem der übrigen einen (tnn — p^ fachen Punkt. Jede der 
Curven Ä\*, . . • Ä jj hat jeden der p Grundpunkte ^ durch welche 
JP* gehtj zum Doppelpunkt^ jeden der übrigen zum einfachen 
Punkt. 
Aus diesen Sätzen ergeben sich unmittelbar die in der citirten Ab- 
handlung enthaltenen Sätze Über Curven dritter Ordnung. Wir haben q — 2=7 
und nsBs& zu setzen; wählen wir noch j?=l, ms=l oder j?=2, m=l oder 
ps=&y n)c=:2, so erhalten wir die Sätze I. 1.) und 2.) auf Seite 78 und 
n. 4.) auf Seite 80 des 67. Bandes dieses Journals. 

Die andere Methode zur Ableitung dieser Sätze ist folgende. — Es 
seien wieder (?•••• die Curven nter Ordnung durch q — 2=^n(n-+-3) — 2 
Punkte ili, • . • A^ % und Z ein beliebiger Punkt, Ci . . . seine geraden Polaren 
bezQglich der Curven C" . . . Alle Curven C* . . . weisen wir einem ebenen 
System 2. zu, alle Geraden Ci . . . einem ebenen System JS^ so besteht 
zwischen den Systemen JE und JSx eine geometrische Verwandtschaft. Einer 
Curve K^ von -2' wird in JS\ eine Curve K' der ajten Ordnung entsprechen; 
irgend einer Geraden Ci von JS^ und ihren x Schnittpunkten mit K' ent- 
sprechen in 2: eine Curve C* und deren mn Schnittpunkte mit iT"*, also 
ißt x=imn. Je zwei Curven C" schneiden sich in n* Punkten, von denen 
q — 2 die festen Punkte ili, . . . il^^jsind; den übrigen r Schnittpunkten, als 
zu 2 gehörig betrachtet, entspricht in ^i der Schnittpunkt der beiden 
Geraden Cj, welche jenen Curven O" entsprechen und umgekehrt. Einer der 
r Schnittpunkte sei B und durchlaufe die Curve Jf *", so durchläuft der ihm 
in ^i entsprechende -ßi eine Curve K^"" von der tu nten Ordnung. Um 
den Ort der übrigen, dem Punkte B verbundenen r — 1 Punkte B ... zu 
erhalten, hat man wieder die Curve & in 2 aufzusuchen, welche der Curve 
jKi** von JS\ entspricht. Einer beliebigen Geraden g und ihren y Schnitt- 
punkten mit Ä% zu 2: gerechnet, entsprechen in 2i eine Curve y^ der nten 
Ordnung und deMQJM||^rittj||MBk|ft mit K^^^ also ist y=:mn^ oder ^ 
ist von der ifjjj^^^^/^^^^^^^^^l^ll^ßfarye liegen die Gruppen von 
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je '/ Punkten BB ...^ die den Punkten von K^^ entsprechen. Da aber 
die Punkte i\ auf K^ liegen, so liegen die Punkte B . . . auf einer Curve 
^ii<»«-i) yQu ^^j, ^(^ — l)ten Ordnung, womit der obige Satz wieder bewiesen 
ist. — Die Curven Ä*^"*""*^ und -ff* schneiden sich in m*(n*— 1) Punkten; 
8m(n — 1) sind die Schnittpunkte der ^<?^^schen Curve des Netzes von 
Cui ven C* mit K^\ dann bleiben auf K^ nocA i[m*(n* — 1) — 3m(n — 1)] 
Paare von Funkten B, von denen jedes Paar zu einer Gruppe von r — 1 
Punkten B . . . gehört Ebensoviele Doppelpunkte hat Kx^. 

Die angegebenen Methoden lassen sich übrigens unmittelbar auf den 
Fall eines allgemeinen Curvennetzes ausdehnen, wenn man also davon ab* 
sieht, dass die Curven C* . . . durch •[Jn(n-+-3) — 2] feste Punkte gehen. 
Nennen wir die n^ Grundpunkte eines jeden der im Netz vorkommenden 
Bflschel, verbundene Grundpunkte, so heisst der allgemeine Satz: 

Durchläuft ein Punkt eine Curve K^ der mten Ordnung j s& 

durchlaufen die ihm verbundenen (v? — \) Grundpunkte eine Curve 

der m(n^ — l)ten Ordnung. 

In Bezug auf Curven dritter Ordnung mag noch ein specieller Fall 

erwähnt werden. Sind von den 7 Grundpunkten A^ Afj . . . Ag eines Netzes 

von Curven dritter Ordnung 4, nämlich A^ A^ A^ A^^ die Ecken und die 

anderen 3, A^ A^ A^^ die Diagonalpunkte eines Vierecks, so folgt vermittelst 

einer geometrischen (iStemerschen) Verwandtschaft, deren Hauptpunkte 

Af, A^ Af sind: 

Bewegt sich ein Punkt B auf einer Curve K"^ m^ter Ord-^ 
nung^ so bewegt sich der ihm verbundene Punkt B auf einer Curve 
JP^ 2mrter Ordnung ^ die Ar, A^ A-i zu m^fachen Punkten hat, und 
Bewegt sich ein Punkt B auf einer Curve des Netzes, so &e- 
wegt sich B auf einer andern Curve des Netzes, und wenn B 
sich auf der letzteren bewegt^ so bewegt sich B auf der ersteren. 
Für die zweite in dem citirten Aufsatz behandelte Aufgabe hat in- 
zwischen Herr Reye (cf. die Geometrie der Lage H. Theil Seite 246 ff.) 
eine andere Lösung gegeben. 

Tilsit, im December 1873. 



Ueber Polfiinfecke und Polsechsecke räumlicher 

Polarsjsteme. 

(Von Herrn Th. Hey« in Strassborg i. E.) 



An seiner G^om^trie de Direction (Paris 1 869) hat Herr Paul Serret 
zwei geometrische Beziehungen zwischen zehn Punkten einer Fläche zweiter 
Ordnung bewiesen, welche dem bekannten Theoreme entsprechen, dass zwei 
einem Kegelschnitt eingeschriebene Dreiecke allemal als Poldreiecke (oder 
Tripel conjugirter Punkte) eines Polarsystemes betrachtet werden können. 
Durch geometrische Betrachtungen gelangte ich, ohne Herrn Serrets Entn 
deckung zu kennen, zu denselben Sätzen und sogar zu demselben, sehr ein^ 
fachen Beweis derselben. Es sei mir gestattet, diese Sätze in aller Kürze 
zu reproduciren , um eine Untersuchung der in ihnen auftretenden räum- 
lichen Polf&nfecke und Polsechsecke daran an^Euschliessen. 

Wie im räumlichen Polarsysteme jedes Tetraeder, dessen Eckpunkte 
die Pole der gegenüberliegenden Flächen sind, ein Poltetraeder genannt 
wird, ebenso soll heisren: 

jfPolfünfeck^ jedes räumliche Fünfeck im Polarsysteme, von 
dessen zehn Kanten jede durch den Pol der gegenüberliegenden 
Fläche geht, und: 

jfPolsechseck^ jedes räumliche Sechseck, von dessen zwanzig 
Flächen jede durch den Pol der gegenüberliegenden Fläche 
geht 
Die Zweckmässigkeit der Einfahrung dieser sich selbst conjugirten 
Fünf- und Sechsecke springt in die Augen, wenn die Directrix des Polar- 
systemes als die zweite Nullfläche eines Massensystemes betrachtet wird*). 
Jedes vier-, ftlnf- oder sechspunktige Massensystem bildet ein Pol- 



^ YffL meine Arbeit über «Trägheits* and höhere Momente eines Massen» 
Bjstemes^ in diesem Journal Bd. 72 3. 2^3. 
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tetraßder, PolfQnfeck resp. Polsechseck seiner zweiten Nullfläche; denn das 
zweite Moment des Systemes ist Null in Bezug auf jedes Ebenenpaar, wel- 
ches die sämmtlichen Massenpunkte enthält. Auch kann jedes Massen- 
system hinsichtlich seiner Trägheitsmomente ersetat werden dureb vier, 
fünf oder sechs Massenpunkte, welche irgend ein Poltetraßder, Polfünfeck 
oder Polsechseck seiner zweiten NuMäche bilden; für vier Punkte habe ich 
bereits a. a. 0. S. 310 einen auch auf die übrigen beiden Fälle anwend- 
baren Beweis gegeben. 

Die Gleichung der zweiten Nullfläche des Massensystemes, d h. die- 
jenige, welcher die Coordinaten cc, /?, y,|? jeder Berührungsebene der Null- 
fläche genügen müssen, ist: 

2:miri=iQ oder -2*m<(aa:<-f-/'y< + /^'2r, — JP)* = Ö, 
wenn x^ xfi Zi die rechtwinkligen Coordinaten der Punktmasse 7n< bezeichnen 
und r< ihren Abstand von der Ebene (cf, /9, y, jp). Ist nun die Lage der 
Massen m< gegeben, nicht aber ihre Grösse, so sind von den neun unab- 
hängigen Coefficienten dieser (für a, /?, y, 'p quadratischen und homogenen) 
Gleichung noch drei, vier oder fünf unbestimmt, jenachdem die Anzahl der 
Punktmassen vier, fünf oder sechs ist. Also: 

Bei der Bestimmung eines räumlichen Polarsystemes zahlt 
ein gegebenes Polteiraeder^ Polfünfeck oder Polsechseck für sechsy 
fünf resp. vier unabhängige Bedingungen. 
Zwei gegebene Polfünfecke oder ein Polfünfeck und ein Polsechseck 
z&hlen demnach zusammen für zehn Bedingungen, d. h. für eine mehr, als 
zur Beistimmung des räumlichen Polarsystemes ausreichen; folglich muss 
zwischen ihren zehn Eckpunkten eine Beziehung bestehen. Aus dem folgen- 
den, zuerst von Hm. Paul Serret gegebenen Beweise folgt, dass sie auf 
einer Fläche JF* zweiter Ordnung liegen. 

Die zehn Punkte i= 0, 1, 2, .... 9 liegen auf einer -P, wenn die 
aus ihren Coordinaten o:^ y^ z^ gebildete Determinante: 

^ 2/0 -^ i^o^o ^0^0 ^qJ/o ^0 J/o ^0 1 

4 y\ 4 2/1^1 -2^1X1 x^i x^ 1/1 zi i 



J5 = 



A y\ ^% y^% z^ ««yi «» y% hI 
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verschwindet. Die Gleichung Z) s=s ist ausserdem die nothwendige und 
zugleich hinreichende Bedingung dafür, dass den zehn Punkten t solche 
Massen nii beigelegt werden können, deren Summe indifferent ist hinsicht- 
lich ihrer Trägheitsmomente; denn nur wenn D verschwindet, ist die 
Gleichung: 

jg- in< r? = oder ^ m«(cfa:< + /?y< -f y^< — o)* = 

fcaO fc=0 

möglich für alle Werthe der Ebenencoordinaten cf, /?, y, p^ weil sie in die 
zehn fQr die m^ linearen und homogenen Gleichungen: 

j^ m,. a?? = 0, -S m, yf = 0, ;£• m, 2:J = 0, ^ m, y, ir< = 0, 2mi = 

zerfällt. Aus je neun dieser zehn Gleichungen kOnnen die Massen rn^ ab- 
gesehen von einem constanten Factor, berechnet werden. Also : 

Zehn beliebigen Punkten einer Fläche zweiter Ordnung können 
allemal Massen von solcher Grosse beigelegt werden^ dass ihr 
Trägheitsmoment in Bezug auf jede Ebene des Raumes Null ist. 
Umgekehrt liegt jedes zehnpunktige räumliche Massensystem^ wel- 
ches indifferent ist hinsichtlich der Trägheitsmomente^ auf einer 
Fläche zweiter Ordnung. 
Zerlegen wir nun das zehnpunktige Massensystem in zwei, und än- 
dern sodann in einem dieser beiden Systeme die Vorzeichen seiner Massen, 
so erhalten wir zwei aequivalente Massensysteme, deren Differenz das zehn- 
punktige indifferente ist. Diese aequivalenten Systeme haben identische 
zweite Nullflächen, bestimmen also ein und dasselbe räumliche Polarsystem. 
Ohne Weiteres folgt hieraus: 

Zwei einer Fläche zweiter Ordnung beliebig eingeschriebene 
räumliche Fünfecke sind Polfünfecke eines durch sie bestimmten 
Polar sy Sternes. Wenn einer Fläche zweiter Ordnung ein Tetraeder 
und ein räumliches Sechseck beliebig eingeschrieben sind^ so bilden 
dieselben ein Poltetraeder und ein Polsechseck eines durch sie 6e- 
stimmten Polarsystemes. 
Zehn beliebige Punkte einer F^ können auf 126 verschiedene Arten 
in zwei Fünfecke und auf 210 Arten in ein Tetraeder und ein Sechseck 
zerlegt werden; sie bestimmen demnach nicht weniger als 336 Polar- 
systeme. 

3Ö* 
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Man kann leicht umgekehrt beweisen, dass zwei beliebigen Polfünf- 
ecken eines räumlichen Polarsystemes oder einem Polsechseck und einem 
Poltetraäder allemal eine Fläche zweiter Ordnung umschrieben werden kann. 
Und weil den obigen Definitionen zufolge die Eckpunkte eines beliebigen 
Poltetraeders oder PolfÖnfecks mit jedem Punkte des Raumes ein PolfBnf- 
eck resp. Polsechseck bilden, so ergiebt «ich hieraus der gleichfalls umkehr- 
bare Satz: 

Die Eckpunkte eines Poltetraeders und eines Polfünfecks 

irgend eines Polarsystemes können allemal durch eine Rau/mcurve 

vierter Ordnung erster Spectes verbunden werden. 

Ebenso ergiebt sich der bekannte Satz von Hesse y dass durch die 

acht Eckpunkte von zwei Poltetraßdern doppelt unendlich viele Flächen 

zweiter Ordnung gelegt werden können, nebst seiner Umkehrung. — 

Wir wollen nun im Anschluss an diese Sätze Serrets diejenigen Be- 
dingungen aufsuchen, welche hinreichen, um ein gegebenes Fünfeck oder 
Sechseck als Pol-n-eck eines räumlichen Polarsystemes zu kennzeichnen, 
zugleich aber Constructionen dieser sich selbst conjugirten n-Ecke an- 
geben. 

1^ Zur Definition der Pol-ti-ecke Oberhaupt, auch der Poltetraßder 
oder räumlichen Pol Vierecke, dient folgender Satz: 

In einem räumlichen Pol-n-^eck sind Je zwei Ebenen j welche 
alle n Eckpunkte desselben enthalten, einander conjugirt 
Dieser Satz enthält aber nicht bloss eine Definition der Pol-n^-ecke, 

« 

sondern ausserdem für n = 5 oder 6 gewisse Eigenschaften derselben. Ein 
Polsechseck z. B. hat 20 Flächen, von denen jede ihrer Gegenfläche con- 
jugirt ist, und doch zählt es bei der Bestimmung eines Polarsystemes nicht 
für zehn,^ sondern nur für vier unabhängige Bedingungen; wir müssen dar- 
aus schliessen, dass im räumlichen Polarsysteme jede Fläche eines Sechs- 
ecks ihrer Gegenfläche conjugirt ist, wenn Dasselbe von gewissen vier 
Sechseckflächen gilt. 

2. Mit der obigen Definition verhält es sich ähnlich wie mit der 
folgenden : 

Ein Viereck im ebenen Polarsysteme heisst ein Polviereck, 



Ü4j|A| Über PoifHi^ecki und Pokechsecks räumlicher PolareyeUme. 273 

tcienn von seinen sechs Seiten jede der gegenüberliegenden Seite 
conjugirt ist; 
denn wenn zwei Paar Gegenseiten eines Vierecks einander conjugirt sind, 
so gilt bekanntlich das Gleiche von dem dritten Paare. Es folgt hieraus: 

Wenn im räumlichen Polarsysteme irgend zwei von den 

Ebenen, welche die Eckpunkte A^ B, C eines Dreiecks mit einer 

Geraden g verbinden^ den resp. gegenüberliegenden Seiten des 

Dreiecks conjugirt sind, so gilt Dasselbe von der dritten Ebene. 

Weil nämlich die Gerade g zwei Dreiecksseiten conjugirt ist, so geht 

sie durch deii Pol der Ebene AB C; ausserdem bilden der Schnittpunkt 

von g mit dieser Ebene und die drei Punkte AB C zusammen ein Polviereck 

eines ebenen Polarsyst^mes, welches zu dem räumlichen gehört. — FQr das 

Polfbnfeck folgt aus diesen Bemerkungen: 

Drei beliebige Eckpunkte Ay -ß, G eines Polfünfecks bilden mit demr 
jenigen Punkte ^ in welcliem ihre Ebene von der gegenüberliegen^ 
den Kante DE geschnitten wird, allemal ein ebenes Polviereck; 
und je zwei sich nicht schneidende Kanten desselben, wie AB und 
DE^ sind einander conjugirt. 
3. Die Sätze (2.) dienen ausserdem zum Beweise des folgenden 
bekannten Satzes: 

Die vier Geraden, welche in einem räumlichen Polar Systeme 

die Eckpunkte A, B, C, D eines Tetraeders mit den resp. Polen 

Au Bi, Ci, Dl ihrer Gegenflächen verbinden, liegen in einer Regel- 

schaar oder sie schneiden sich paarweise in zwei Punkten, oder 

endlich sie gehen alle durch einen Punkt, jenachdem kein oder ein 

oder jedes Paar Gegenkanten des Tetraeders aus conjugirten 

Strahlen des Polarsystemes hesteht. 

Zunächst ist hervorzuheben, dass von den TetraSdem AB C D und 

AiBiCxDi das erste zu dem zweiten dieselben Beziehungen hat, wie das 

zweite zum ersten; wie A^ der Pol von BCD und AiB^ die Polare von 

CD, so ist auch A der Pol von BiCiDi und ili^ die Polare von CiDi 

u. s. w. Sei nun g die Schnittlinie der Ebenen AAiDi und BBiDi, welche 

den resp. Seiten BC und CA des Dreiecks ABC conjugirt sind, weil sie 

deren Polaren AiDi und BiD^ enthalten; dann ist (2J) die Ebene gC der 
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Dreiecksseite AB conjugirt und enthält deren Polare GiDi. Die durch Di 
gehende Gerade g schneidet folglich die vier Linien AAi^ BB^, CCuDDu 
und ebenso geht durch jeden anderen Eckpunkt der beiden Tetraeder 
AB CD und A^B^C^D^ eine Gerade, welche jene vier Linien schneidet. Im 
Allgemeinen gehören folglich AAx^ BB^^ CCi und DDi einer Regeischaar 
an, von welcher g und sieben andere durch die Tetraöderecken gehende 
Gerade Leitstrahlen sind. Zwei jener vier Linien, z. B. AAi und BBi 
liegen nur dann in eiiler Ebene, wenn die Tetraederkante AB von der 
Polare A^B^ ihrer Gegenkante CD geschnitten wird, wenn also die beiden 
Gegenkanten AB und CD einander conjugirt. sind; in diesem Falle aber 
mQssen auch C^ und DDi in einer Ebene liegen. Aus dem Vorher- 
gehenden aber ergiebt sich, dass alsdann die Schnittpunkte der beiden 
Geradenpaare AAi^ BBi und CC^ DDi auf der Schnittlinie ihrer beiden 
Verbindungsebenen liegen müssen; denn sonst könnten diese vier Geraden 
nicht von g und den sieben anderen Strahlen zugleich geschnitten werden. 
Die beiden Schnittpunkte der Geradenpaare vereinigen sich folglich, wenn 
auch AAi und CCi, sowie BBi und T)Di sich schneiden, wenn also nicht 
bloss die Gegenkanten AB und CD des Tetraeders AB CD sondern noch 
zwei andere, A C und £D, einander conjugirt sind. Unser Satz ist dadurch 
für jeden seiner drei Fälle bewiesen, zugleich aber der folgende: 

Wenn zwei Paar Oegenkanten eines Tetraeders aus con^ 
jugirten Strahlen eines Polarsy Sternes bestehen , so sind auch die 
letzten beiden Oegenkanten einander conjugirt. 
4. Erwägt man, dass in einem PolfOnfeck je zwei sich nicht schnei- 
dende Kanten einander conjugirt sind (2.), so gelangt man zu dem Schluss: 

Die Eckpunkte A^ B^Cj D eines Tetraeders gehören nur dann 
einem Polfünfeck an, wenn von den vier Geraden^ durch welche 
sie mit den Polen ihrer resp. Gegenflachen verbunden werden^ 
drei und folglich auch die vierte durch einen und denselben Punkt 
E gehen; denn nur in diesem Falle ist jede Kante des Tetraeders 
ihrer Gegenkante conjugirt. Der Punkt E bildet mit A, B^ C, D 
zusammen das Polfünfeck. 
Nämlich jede durch E gehende Kante des Fünfecks (z. B. EAl) geht 
durch den Pol (Ai) ihrer Gegenfläche (ßCD\ und folglich muss auch 
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jede durch E gehende Fläche des Fünfecks die Polare ihrer Gegenkante 
enthalten. 

5. Sind von den Eckpunkten eines Polftlnfeoks irgend drei A, B, C 
^illkOrlich angenommen, so können die übrigen beiden D und E construirt 
•werden, wie folgt. Man verbinde A und C mit den Polaren der resp. 
Geraden BC und AB durch zwei Ebenen und construire deren Schnitt- 
linie gj welche mit der FQnfeckskante DE zusammenfällt (1.). Die Polare von 
AC liegt dann in der Ebene gB (2.), weshalb die Polare einer jeden an- 
deren Geraden dieser Ebene von AC geschnitten wird. Man kann den 
Punkt D willkürlich auf g annehmen; der letzte Punkt E des gesuchten 
Polfünfecks ist alsdann der Schnittpunkt von g mit derjenigen Ebene, 
welche die Polare von BD mit der Geraden A C verbindet Nämlich der 
Construction zufolge gehen von den vier Geraden, welche die Eckpunkte 
des Tetraeders A CD E mit den Polen A\ O, Z/, E ihrer resp. Gegenflachen 
verbinden, drei (AA\ CC und D^) durch ß, xmd ABCDE ist dem- 
nach (4.) ein Polfünfeck. Also: 

6. um in einem Polarsysteme ein Polfünfeck zu construiren^ 
kann man drei Eckpunkte A, £, C desselben willkürlich annehmen ; 
die Gerade g^ in welcher di^ übrigen beiden Eckpunkte Z), E 
liegen j ist dadurch bestimmt^ und auf ihr kann der vierte Eck- 
punkt D beliebig angenommen werden. Die Punkte Z), E sind zu* 
geordnete Punkte einer in g liegenden involutorischen Punktreihe. 
Die Kichtigkeit der letzten Bemerkung folgt aus der Vertauschbar- 
keit der Punkte D und E sowie daraus, dass der Strahl AD und die ihm 
conjugirte Ebene B CE zwei projectivische Büschel beschreiben, wenn D 
die Punktreihe g durchläuft. 

7. Zum Punkte E von g kann der zugeordnete Punkt D auch con- 
struirt werden, indem man irgend eine durch B (oder C) gehende Ebene, 
welche den Pol der Ebene EAC (resp. EAB) enthält, mit g zum Durch- 
schnitt bringt. Hieraus und aus (bJ) folgt: 

Ein rdumUches Fünfeck AB CDE ist Polfünfeck eines Polar-^ 
sy Sternes^ wenn von drei aufeinanderfolgenden Flächen CDE^ 
DEA und EAB desselben die ersten beiden ihren resp. Gegen^ 
kanten AB und BC conjugirt sind die dritte aber irgend einer 
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durch ihre Gegenkante CD gehenden^ von CDE verschiedenen 
Ebene. 
Ans diesem Satee geht wiederum hervor, dass ein Fblftkofeck bei 
Bestimmung eines räumlichen Polarsystemes nur für fönf unabhängige 
Paare conjugirter Ebenen zählt. — Wir können erst recht sagen : y^ AB CDE 
ist ein Polfttnfeck, wenn die drei Flächen CDE^ DEAy EAB ihren resp. 
Gregenkanten AB^ B C, CD conjugirt sind^; oder: 

Wenn von einem einfachen räumlichen Fünfeck AB CDE 
drei aufeinanderfolgende Kanten ihten resp. Gegenflachen con^ 
jugirt sind, so ist jede Kante und jede Diagonale desselben der 
ihr gegenüberliegenden Fläche resp. Diagonal- Ebene conjugirt. 

8. Um auf Grund dieses Satzes ein Polfttnfeck AB CDE zu con- 
struiren, nehmen wir von den drei Flächen CDE^ DEA und EAB des- 
selben die ersten beiden ganz beliebig an und legen die dritte beliebig 
durch den Pol der ersten; diese drei Flächen schneiden sich in dem 
Punkte E. Wir wählen ferner den Punkt D beliebig auf der Schnittlinie 
der beiden ersten Ebenen und verbinden ihn mit dem Pole der dritten 
durch eine Gerade /,; ebenso ziehen wir in der dritten Ebene durch den 
Fol der ersten eine beliebige Gerade /i und bringen diese mit der zweiten 
Ebene im Punkte A zum Durchschnitt. Legen wir endlich durch den Pol 
der zweiten Ebene eine Gerade l^^ welche mit /, einen Punkt C und mit 
/i einen Punkt B gemein hat, so ist AB CDE ein PolfünfeCk: denn die 
drei Kanten AB^ BC^ CD oder /i, /a» 1$ gehen durch die Pole ihrer Gegen- 
flächen. Auch bei dieser Construction können drei Eckpunkte z. B. Z), Ej A 
im Voraus willkürlich angenommen werden. 

9. Wir wollen noch die Aufgabe lösen: 

Ein gemeinschaftliches Polfünfeck AB CDE von zwei gege^ 
benen Polarsystemen zu consiruiren. 
Wenn ein solches gemeinschaftliches Polfbnfeck existirt, so enthält 
jede Elante desselben die Pole ihrer G^genfläche und jede Fläche die Po- 
laren ihrer Gegenkante in Bezug auf beide Polarsysteme. Nehmen wir 
also eine Fläche ipi^ z. B. die Fläche CDE^ willkttrlich an, so fUlt deren^ 
Gegenkante AB mit der Verbindungslinie /^ dei* beiden Pole von <jpi zu- 
sammen. Durch Ix legen wir beliebig eine andere Fläche 91 oder EAB 
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und verbinden deren Pole durch eine Gerade l^ welche mit der Gegem- 
kante CD von {p^ zusammenfällt. In /i nehmen wir sodann den Punkt B 
willkürlich an und bestimmen in l^ den Punkt C %0y dass die beiden Po- 
laren der Geraden £C oder l^ in einer Ebene (p^ liegen. Dieses ist im 
Allgemeinen auf zwei verschiedene Arten möglich; denn, dem Strahlen- 
bttschel, welcher aus B die Punktreihe l^ projicirt, entsprechen in den 
beiden Polarsystemen zwei projectivische Strahlenbüschel, von denen im 
AUgemeinop zwei Paare homologer Strien aus sich schneidenden Geradem 
bestehen. Bringen wir endlich die £bene tp^ mit den Geraden l^^ /, und ^^ (p^ 
zum Durchschnitt in den resp. Punkten A^ D und E, so ist AB CDE ein ge- 
meinschaftliches PolfÜnfeck der beiden Polarsysteme; denn die drei Kanten 
ABj BCj CD oder /i, 4» U gehen durch die Pole ihrer resp. G^gen- 
flftchen q)iy (p^^ tp^. 

10. Durch die Wahl des Punktes B auf l^ sind die Punkte A und 
E der resp. Geraden Ix und (p^q>^ völlig bestimmt; denn A unc^£ liegen 
mit den Polen der Ebene B 1% oder B CD in einer G^^raden, — Durch 
paasende Wahl der Ebene q>x kann man auf. mendlich viele Arten be- 
wirken, dass der Eckpunkt A mit einem gegebenen Punkte zusammen- 
flLllt. Also: 

Zwei räumliche Polarsysteme besitzen unendlich viele gemein^- 
schaftliche Polfünfecke; jede gegebene Ebene (pi ist Flache und 
jeder Punkt A ist Eckpunkt von unendlich vielen derselben. 
Es lässt sich zeigen, dass durch die 10 Eckpunkte von zwei belie- 
bigen dieser Polfünfecke allemal eine Raumcurve vierter Ordnung erster 
Species gelegt werden kann; haben die beiden Polf&nfecke einen gemeijfi- 
schaftlichen Eckpunkt, so kann ihnen sogar eine Raumcurve dritter Ord- 
nung umschrieben werden. Aus früheren Untersuchungen Ober, den Strahlen- 
complex zweiten Grades , welchem die Kanten a)]^ jener gemeinschaft- 
lichen Polfünfecke angehören, ergiebt sich noch: 

Die unendlich vielen Gruppf^ von je vier Punkten ^ welche 
mit einem beliebigen Punkte 4 M ^f^ gemeinschaftliches Polfünfeck 
von zwei gegebenen Polarsystemen bilden^ liegen auf einer KegeU 
ßäche zweiter Ordnung ^ f(er^ Mittelpunkt A ist^ und welche auch 
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dem gemeinschaftlichen Poltetraeder der beiden Polarsysteme um- 
schrieben ist. 
Ein Fünfeck, welches von zwei Flächen F^ und Fi zweiter Ordnung 
PolfOnfeck ist, ist zugleich Polfünfeck jeder Flache der durch F^ und Fl 
bestimmten Flächenschaar zweiter Ordnung. Denn bekanntlich liegen die 
Pole einer beliebigen Ebene in Bezug auf die Flächen der Schaar sftmmt- 
lich in einer Geraden. 

11. Den Schluss dieser Sftt^e über das Polfünfeck möge folgende 
Notiz bilden: 

Einem Fünfeck kann auf unendlich viele Arten ein Fünfflach 
(System von fünf Ebenen) so eingeschrieben werden, dass die 10 
Eckpunkte desselben beziehungsweise auf den 10 Kanten des 
Fünfecks und seine 10 Kanten in den resp. 10 Flächen des Fünf^ 
ecks liegen. 
Gonstruirt man nämlich in einem der unendlich vielen Polarsysteme, 
von welchen das Fünfeck ein PolfÜnfeck ist, die Polar-Ebenen der füpf 
Eckpunkte, so bilden dieselben ein solches Fünfflach. Man kann ein sol- 
ches Fünfflach auch direct construiren, indem man die erste Ebene des- 
selben ganz beliebig annimmt und eine zweite durch eine der hierdurch 
bestimmten Kanten willkürlich hindurchlegt; ordnet man hernach jeder 
Fläche des Fünfflaches denjenigen Eckpunkt des Fünfeckes zu, dessen 
Kanten keinen in jener Fläche liegenden Eckpunkt des Fttnfflaches ent- 
halten, so ist dadurch umgekehrt eines jener unendlich vielen Polarsysteme 
bestimmt. Den Beweis dieser Behauptung übergehen wir der Kürze 
wegen. 

In einem Fünfflach liegt jeder Kante, d. h. jeder Schnittlinie von zwei 
der fünf Flächen, derjenige Eckpunkt gegenüber, in welchem die übrigen 
drei Flächen sich schneiden. Wir können nun ein Fünfflach im Polar- 
systeme, dessen 10 Kanten den ihnen gegenüberliegenden Eckpunkten con* 
jugirt sind, ein Polfünfflach nennen, und erhalten den Satz: 

Im Polarsysteme ist jedem Polfünfeck ein ihm eingeschrie^ 
benes Polfünfflach zugeordnet. 
12. Wir wenden uns nunmehr zu dem Polseckseck. Wir wollen 
zwei Eckpunkte E, F desselben absondern und die übrigen Vier A,.B^ C, D 
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als Eckpunkte eines Tetraeders auffassen. Jede Fläche dieses Tetraeders 
(z. B. B CD) ist dann der Ebene conjugirt, welche den gegenQberliegenden 
Eckpunkt {A) mit der Geraden EF verbindet; und folglich wird EF von 
den vier Geraden geschnitten, welche die Eckpunkte Aj B, C, D des Tetra* 
eders mit den Polen Ai^ JB^, Cj, Dj ihrer resp. Gegenflächen verbinden. 

Wenn nun in dem Polarsysteme jede Kante des Tetraeders ihrer 
G^genkante conjugirt ist, so muss EF durch denjenigen Punkt gehen, 
welcher mit Aj B, C, D zusammen ein Polftknfeck bildet (3., 4.); und nimmt 
man F beliebig an, so fällt E mit jenem Punkte zusammen. Wirklich 
bildet ein Polftknfeck mit jedem sechsten Punkte des Raumes ein Pol- 
sechseck. 

iSind nur zwei Gregenkanten AB und CD des Tetraeders einander 
conjugirt, so liegt AAi mit BBi und CCi mit DDi in einer Ebene, und 
die Schnittlinie dieser beiden Ebenen geht durch die Schnittpunkte der 
beiden Geradenpaare (3.). In einer der beiden Ebenen muss deshalb auch 
die Linie EF^ welche alle vier Geraden scheidet, enthalten min^ sodass 
entweder A und B oder# C und D mit E und F in einer Ebene liegen. 
Das räumliche Sechdeck ist in diesem Falle ein uneigentlidies ; wir werden 
weiter unten (18.) von diesen .uneigehtlichen PoUechsecken das Nöthige 
angeben. 

13. Wir haben jeü^ nftr noch den allgemeinen Fall zu untersuchen, 
in welchem keine Kante des Tetraeders AB CD ihrer Gegenkante conju- 
girt ist Die Greraden AAi^ BB^i CCi, DDi liegen in diesem Fall in einer 
Begelschaar (3.) und EF muss ein Lettstrahl dieser Schaar sein. 

Wenn eine Gerade g drei Strahlen der Regelschaar schneidet, so 
muss sie auch jeden vierten Strahl derselben schneiden. Wir erhalten des- 
halb folgenden, auch für die speciellen Fälle (12.) gültigen Satz: 

Wenn aus einer Axe g drei Eckpunkte eines Tetraeders durch 
Ebenen projicirt werden, welche den resp. gegenüber liegenden 
Tetraederflachen conjugirt sind, so gilt Dasselbe von dem vierten 
Eckpunkte. 

Wir wollen von einer Axe g^ deren Verbindungsebenen mit den Eck- 
punkten eines Tetraeders zugleich die Pole der resp. Gegenflächen enthalten, 
sagen, sie sei dem Tetraeder conjugirt. Einem beliebigen Tetraeder AB CD 
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Bind im Polaraysteme unendlich viele Axen ciHijagirt; dieselben bilddti im 

«^ - .. ^ _.^___ 

Allgemeinen eine Regelschaar (die Leitschaar .von AAi^BB^y CCi, DD^ 
und 2u ihnen gehört die Verbindungslinie jedes Punktenpaares Ey Fy wel- 
ches das ^etJ^a^der zu einem Polsechsecke ei^änzt. 

14. Sind von einem Tetraeder drei Eckpunkte A, By C und eine 
ihm conjugirte Axe g gegeben, so erhält man den vierten Eckpunkt jD, in- 
dem man die Pole der Ebenen gAy gBy g C mit den resp. Geraden B C, 
CA, AB durch Ebenen verbindet und diese zum Durchschnitt bringt. 
Zugleich liegt D in derjenigen Ebene ^, welche den Pol der Ebene ABC 
mit g verbindet. Für unsere Zwecke ist nun die Frage von Wichtigkeit: 
,,Wie bewegt sich dieser vierte Eckpunkt Dy wenn die Axe g in der Ebene 
(p verschoben wird?^ 

Wenn sich die Axe g um einen auf ihr liegenden Punkt E dreht, 
also in (p einen Strahienbfischel E beschreibt, so beschreiben die Ebenen 
gAy gB und ^Cdrei zu E perspectivische Ebenenbflschel, und folglich die 
Verbindungsebenen ihrer Pole von den resp. Geraden BCy CA und AB drei 
projectivische EbenenbQschel. Von diesen letzteren Büscheln aber fallen 
drei homologe Ebenen mit ABC zusammen, wenn g bei der Drehung um 
E den in (p liegenden Pol von ABC übei*schreitet; die EbenenbAschel 
BC^ ÜA und AB sind folglich perspectivisch und erzeugen paarweise 
einen gewöhnlichen Strahienbfischel. Der Punkt D als Schnittpunkt .von 
je drei homologen Ebenen dieser Bfischel durchläuft demnach in ^ eine 
Gerade /, wenn die Axe ^ in <^ sich dreht um den auf ihr liegenden 
Punkt & 

%el dieser Drehung ftllt g einmal in die Ebene EAB; um för diese 
besondere Lage den zugehörigen Punkt D zu finden, verbinden wir den 
Pol der Ebene EAB mit B C und CA, und bringen die Schnittlinie der 
beiden Verbindungs-Ebenen, d. h. 'die Gerade, welche jenen Pol mit C ver- 
bindet, zum Durchschnitt mit der Ebene <f. Der Schnittpunkt muss auf / 
liegen, und ebenso wird / von denjenigen beiden Geraden geschnitten, 
welche die Pole der Ebenen -EjB C und ECA mit resp. A und B verbin- 
den. Die Axe / ist folglich dem Tetraeder ABCE conjugirt, oder wenn 
g jetzt ganz beliebig in (p verschoben wird, so filllt D auf Ey sobald g 
mit / zur Deckung gebracht wird. Der Punkt D und die zugehörige AxA 
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g sind demnach zugeordnete Elemente (Pol und Polare) eines in fliegen- 
den ebenen Polarsystemes, welches übrigens nicht dem gegebenen räum- 
lichen Polarsysteme angehört. 

15. Um nun zwei Punkte JE, F zu construiren, welche mit vier ge- 
gebenen Aj B^ Q D ein Polsechseck des räumlichen Polarsystemes bilden, 
legön wir durch D eine beliebige Gerade / und bestimmen (14.) den Punkt 
E so, dass die Axe / dem Tetraeder ABCE conjugirt ist. In der Ebene 
El^ welche den Pol von ABC enthält, bestimmen wir sodann die zum 
Tetraeder AB CD coxfjugirte Axe gi dieselbe geht durch E (14.) und 
schneidet di^ Axe i in einem Punkte F. Da die Axe DE (\exn Tetraeder 
ABCF conjugirt ist (14.)^ so muss das Sechseck ABCDEF ein Pol- 
seehdeck sein; denn jede durch eine der Geraden DE, g, Ij oder DE, 
EF, FD gehende Fläche des Sechsecks, also überhaupt jede Fläche dem- 
selben, ist ihrer Gegenfläche conjugirt. 

Den Schiusssatz der vorigen Nummer (14.) können wir nunmehr 
auch wie folgt aussprechen: 

Wenn von einem Polsechseck drei Eckpunkte Ay Bj C und 
diejenige Ebene ip gegeben sind, weiche der Flache ABC gegen- 
Ober liegt, so bilden die übrigen drei Eckpunkte Z), E, F ein be^ 
liebiges Pöidreieck eines in (p liegenden J^olarey Siemes , welches 
durch Aj By C und das gegebene räumliche Polarsystem völlig 
bestimmt ist. 
Wenn eine Gerade g von (p mit einer Seite (^AB) des giegebchen 
Dreiecks A^ C in einer £bene liegt, und wir den Pol dieser Ebene mit 
dem gegenüberliegenden Eckpunkte (C) des Dreiecks verbinden^ so er- 
halten wir eine Gerade, welche den Pol von g hinsichtlich des in (f liegen- 
den ebenen Polarsystemes enthält. . Das letztere ist auf Grund dieser Bemer- 
kung leicht bestimmbar. 

16. Aus der soeben (15.) angegebenen Construction geht hervor, 
dass ein Polsechseck völlig bestimtnt ist, wenn von demselben vier Eck- 
punkte A, jS, C, D gegeben sind sowie eine durch D gehende Grerade l, 
auf welcher ein fünfter Eckpunkt jP liegen soll. Legen wir durch AB und 
£C zwei den resp. Ebenen IC und lA conjugirte Ebenen, so schneiden 
sich dieie in einer durch B gehenden Geraden /j, welche den sechsten 
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Eckpunkt E enthält. Am Einfachsten erhält man E und jP, indem man 
mit Ix und / diejenigen beiden durch A C gebenden Ebenen zum Durch- 
schnitt bringt, welche den resp. Ebenen IB und liD conjugirt sind. Eine 
zweite Construction von E und jP ergiebt sich aus der folgenden Erwägung : 
Verbinden wir einen beweglichen Punkt P der Greraden l^ mit CD und DA 
durch Ebenen und suchen zu diesen die durch resp. A B und B C gehen- 
den conjt}girten Ebenen, so wird deren Schnittlinie die Gerade / in i^ 
schneiden, sobald P mit E zusammenfällt. Die Schnittlinie beschreibt eine 
durch AB und BC gehende Kßgefläche zweiter Or4nung, schneidet also 
noch bei einer zweiten Lage N des beweglichen Punktes P die Linie / in 
einem Punkte JP'; und diese zweite Construction liefert uns also zwei 
Punktenpaare, von denen nur das eine mit A, jS, C, D ein Polsechseck 
bildet. Aus beiden Constructiionen folgt: 

Wenn im Polarsystem vier von den sechs Ebenen ^ durch 
welche die Kanten eines Tetraeders AB CD aus einem Punkte E 
projicirt werden ^ denjenigen Ebenen conjugirt sindy welche ihre 
resp. Geg^nkanten mit dem Punkte F verbinden^ so bilden im AU- 
gemeinen die Punkte A, JB, C, D, jB, F ein Polsechsecky und es 
werden je zwei Gegenkanten des Tetraeders aus resp. E und F 
durch conjugirte Ebenen projicirt. Eine Ausnahm£ kann nur 
dann eintreten, wenn die in den ersten vier Ebenen liegenden 
Kanten ein einfaches windschiefes Viereck bilden. 
Man entscheidet leicht, ob im genannten Falle die Ausnahme wirk- 
lich eintritt oder nicht; wenn nämlich irgend eine Fläche des Tetraeders 
derjenigen Ebene conjugirt ist, welche den gegenüberliegenden Eckpunkt 
mit EF verbindet, so tritt die Ausnahme nicht ein und AB CDEF ist ein 
Polsechseck. 

Der obige, für die Polsechsecke fundamentale Satz bestätigt unsere 
frühere Bemerkung, dass bei Bestimmung eines Polarsystemes jedes gege- 
bene Polsechseck nur f&r vier unabhängige Paare conjugirter Ebenen 
zählt. 

17. Die Gerade EF oder g ist (18*) ein Leitstrahl der Regeischaar 
7^ EE^ ÜCi, DD^ liegt also auf einer dem Tetraeder AB CD omschrie- 
benen und durch dasselbe im Polarsysteme völlig bestimmten Flädie ^ 
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zweiter Ordnung; die Gerade DF oder / dagegen haben wir ganz beliebig 
durch den Punkt D gelegt. Der Punkt jP kann deshalb als ein ganz be- 
liebiger Punkt der Fläche </> betrachtet werden. — Alsot 

Um zwei Punkte E^ F zu finden^ welche mit den Eckpunkten 

eines beliebigen Tetraeders ein Folsechseck bilden^ verbinde man 

drei dieser Eckpunkte A^ B^ C, D mit den Polen ihrer resp. Gegen^ 

Aachen und construire irgend eine Gerade g^ welche diese drei 

Verbindungslinien schneidet; auf g wähle man den Funkt F be* 

liebig und bestimme sodann den Punkt E so auf g^ dass die Ebenen 

CDE und FAB einander conjugirt sind. Die so gefundenen 

Funkte E und F sind zugeordnete Punkte einer in g liegenden 

involutorischen Punktreihe. 

Die Richtigkeit der letzten Bemerkung folgt sowohl aus (15.) als 

auch daraus, dass E und F mit einander vertauscht werden können und 

dass, wenn i^sich auf^ verschiebt, die conjugirten Ebenen CDE xmd FAB 

zwei projectivische Büschel beschreiber. 

18. Zu derjenigen Regelschaar der Fläche 0, welche die Gerade 
EF oder g enthält, gehört auch die Verbindungshnie g^ von je zwei sol- 
chen Punkten, welche mit A, jB, C ein PolfÖnfeck und folglich mit Ay B^ 
C, D ein Polsechseck bilden; gi aber ist durch die Punkte A, B^ C völlig 
bestimmt Aehnlich wie AB CD bestimmt auch das Tetraeder AB CS 
eine Fläche 4>i zweiter Ordnung, auf welcher DF liegt; dieselbe hat mit 
die Gerade gi gemein und folglich ausserdem eine durch AjBjC,D^E,F 
gehende Raumcurve dritter Ordnung. Also: 

Die Eaumcurve dritter Ordnung , welche durch die Eckpunkte 
eines Polsechsecks gelegt werden kann, ist auf jeder ^ durch vier 
dieser Eckpunkte im Polarsysteme bestimmten Fläche <P zweiter 
Ordnung enthalten. 
Wenn insbesondere F in der Ebene ABC liegt, so muss demnach 
diese Raumcurve zerfallen in die Gerade DE und den Kegelschnitt, wel- 
chen 4> mit der Ebene ABC gemein hat. Und weU den Ebenen DEF 
und DEA die alsdann identischen Ebenen ABC und £CjP conjugirt sind, 
so enthält DE den Pol A von AB C; die vier Punkte fi, C, A ^ bilden- 
folglich ein Tetraeder, in welchem die beiden Gegenkanten B C und DE 
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einander oonjugirt sincL Ueberhaupt haben wir es in diesem Falle mit dem 
uneigentlicl^en JPolsechseck zu tbun» weiches uns schon früher (12.) auf* 
gestossen ist. 

19» Sind Ef F und E^ Fi zwei verschiedene Punktenpaare, welche 
mit Af By C, D Polsechsecke bilden , so liegen die beiden Raumcurven k^ 
und ki dritter Ordnung, durch welche sie mit A, B^ C> D verbunden werden 
können, beide auf 4>, und haben EF^ E^Fi und überhaupt alle zum Tetra- 
eder AB CD conjugirten Geraden zu gemeinschaftlichen Secanten. Die 
Gurve k? bildet deshalb mit E^ Fi und ebenso ki mit EF eine specielle 
Raumcurve vierter Ordnung erster Species, und die acht Punkte A, Bj C, i), 
E, F, El, F^ stellen sich dar als Schnittpunkte von zwei solchen Raum- 
curven vierter Ordnung. Also: 

Je zwei Punktenpaare E, F und E^ F^ welche mit vier ge- 
gebenen Funkten Aj Bj C, D zwei verschiedene Polsecheecke aus- 
machen , bilden mit diesen zusammen die Knotenpunkte eine4 
Flächenbündels zweiter Ordnung. 
Weil durch sieben dieser Knotenpunkte der achte völlig bestimmt 
ist, so ergiebt sich umgekehrt: 

Jede nicht auf der Flache <P liegende Raumcurve vierter 
Ordnung erster Species, welche dem Polsechseck ABCDEF um- 
schrieben isty wird von <P in noch zwei Punkten E^j Fi ge- 
schnitten^ welche mit AB CD ein zweites Polsechseck bilden. 
20. Construiren wir in einem der fünffach unendlich vielen Polar* 
Systeme, von welchen ein gegebenes Sechseck Polsechseck ist, zu den Elck- 
punkten die sechs Polarebenen und damit zu dem Sechseck das zugeord- 
nete Sechsflach, so erhalten wir eine von den unendlich vielen Lösungen 
der Angabe: 

Einem gegebenen räumlichen Sechseck ein Sechsflach in der 
Weise einzuschreiben^ dass jede von den 20 Flächen des ersteren 
einen von den 20 Eckpunkten des letzteren enthält. 

Im Polarsysteme ist jedem Polsechseck ein in dieser Weise 
ihm eingeschriebnes Polsechsflach zugeordnet, 
n&mUch ein Sechsflach, von welchem je zwei gegenüberliegende Eckpunkte 
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(die nicht einer und derselben Fläche angehören) einander conjugirt sind. 
Die directe Lösung obiger Aufgabe ist nicht schwierig; sie fObrt zur Be- 
stimmung eines derjenigen Polarsysteme, v^on welchen das gegebene Sechs- 
eck ein Polsechseck ist, wenn man den Satz (2.) beachtet: „Die drei Ebe- 
nen, welche die Eckpunkte eines beliebigen Dreiecks AB C mit den Polaren 
ihrer resp. Gegenseiten verbinden, schneiden sich in einer Geraden.^ 

21. Wir wollen nunmehr die Aufgabe lösen: 

Ein gemeinschaftliches Polsechseck ABCDEF von drei be- 
liebig gegebenen Polarsystemen zu construiren. 

Dass solche gemeinschaftliche Polsechsecke existiren, ist leicht nach- 
zuweisen. N&mlich je zwei der gegebenen drei Polarsysteme besitzen ein 
gemeinschaftliches PoltetraSder, und bestimmt man irgend zwei Punkte, 
welche die Eckpunkte dieses Tetraeders zu einem Polsechseck des dritten 
Polarsystemes erg&nzen, so hat man ein gemeinschaftliches Polsechseck der 
drei Systeme. 

Ist von dem gesuchten Polsechseck eine Flache (p gegeben, so ist 
dadurch die gegenüber liegende Fläche ipi im Allgemeinen völlig bestimmt; 
denn (pi muss die drei Pole von (p enthalten. Dreht sich cp um eine ELante 
A: des Polsechsecks, so beschreiben die Pole von (p drei projectivische 
Punktreihen und folglich jene dreifach der (p conjugirte Ebene cpi einen 
EbenenbOschel dritter Ordnung; zu diesem Ebenenbüschel mfissen auch die 
vier Flächen des Tetraeders gehören, welches von den vier ausserhalb k 
gelegenen Eckpunkten des Polsechsecks gebildet wird. Die Kanten dieses 
Tetraeders gehören folglich zu dem Axensystem des Ebenenbüschels dritter 
Ordnung, d. h. zu dem System von solchen Geraden, in welchen je zwei 
Ebenen dieses Büschels sich schneiden. Als bekannt setzen wir voraus *), 
dass alle Axen des Ebenenbüschels dritter Ordnung, welche eine Ebene 
desselben in den Punkten einer Geraden g schneiden, im Allgemeinen eine 
Regelschaar bilden, und nur dann einen Strahlenbüschel zweiter Ordnung, 
wenn g selbst eine Axe ist. 

22. Es seien nun von dem gesuchten gemeinschaftlichen Polsechs- 



^ Man vergL meine Geometrie der Lage, 2. Abth. p. 78 n. 77. 
JouniAl för Mathematik. Bd. LXXVn. H«ft 4. 37 
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eck der drei Polarsysteme gegeben die Kante X; und zwei durch A gehende 
Flächen cp und x» Wir construiren zu letzteren die resp. Gegenflächen (pi 
und xi C^^O' ^^Iche sich in einer Kante k^ des Polsechsecks schneiden 
werden. Wir suchen sodann zu der Ebene i;/, welche k mit einem beliebigen 
Punkte A von k^ verbindet, diejenige Ebene «//j, welche die drei Pole von 
xp enthält, und bestimmen die Durchschnittspunkte jS, C, D dieser Ebene tf'i 
mit den resp. Geraden Ar^, ^T^ und xTi- Dann ist (13.) die Gerade k dem 
Tetraeder AB CD in jedem der drei Polarsysteme oonjugirt, weil den 
drei Ebenen (p^ Xy ^y durch welche die resp. Eckpunkte C, Z), A des Tetra- 
eders aus k projicirt werden, die gegenOberliegenden Tetraederflächen yi, 
/i, xpi dreifach conjugirt sind. Folglich sind die Ebenen CDA und CDB 
den resp. Ebenen kB und kA conjugirt und CD sowie jede andere Kante 
des Tetraeders AB CD ist eine Axe desjenigen BOschels dritter Ordnnng, 
dessen Ebenen denjenigen des Büschels k erster Ordnung dreifach conju- 
girt sind. Wenn der Punkt A auf A: verschoben wird, so beschreibt dem- 
nach CD diejenige Regelschaar i2, welche alle, die Ebene (p in der Ge- 
raden gTJ^ schneidenden Axen dieses Ebenenbüschels dritter Ordnung 
enthält (21.). 

Damit nun das Tetraeder AB CD mit zwei auffliegenden Punkten 
E^ F ein gemeinsames Polsechseck der drei Polarsysteme bilde, muss CD 
zugleich eine Axe des Büschels dritter Ordnung sein, dessen Ebenen den- 
jenigen von AB oder ki dreifach conjugirt sind. Nun bilden aber dem 
Vorhergehenden zufolge alle Axen dieses Büschels dritter Ordnung» 
welche die Ebene xi ^^ ^^^ Geraden q^ schneiden, ebenfalls eine Regel- 
schaar Ri. Die beiden Schaaren R und R^ haben die beiden Geraden ^]^ 
und xTi 2^ Leitstrahlen, sie besitzen folglich auch zwei gemeinschaftliche 
Strahlen k^. Lassen wir CD mit einem dieser Strahlen kf zusammenfallen, 
80 erhalten wir die Punkte E und F^ indem wir durch k^ eine Ebene a> 
legen, welche einer durch k^ oder AB gehenden Ebene coi drei&ch conju- 
girt ist (was auf zweierlei Art ausführbar ist), und sodann k mit resp. co 
and Oh zum Durchschnitt bringen. In der That sind die Ebenen y, Xy V^^ ^ 
durch welche die Kanten FC, FD, FA, 'ÜD des Tetraeders A CDF aus 
dem Punkte E projicirt werden, in jedem der drei Polarsysteme conju^brt 
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zu deu resp. Ebenen 9^1, xu V^u ^19 dui:ch welche die gegenfiberliegendeD 
vier TetraÄderkanten AD, AQ CD, AF aus dem Punkte B projicirt wer- 
den, und der Satz (16.) ist somit anwendbar. 
Aus dieser Construction folgt: 

Drei beliebig gegebene Polarsysteme haben unendlich viele 
Polsechsecke mit einander gemein; man erhalt zwei derselben, 
wenn man eine Kante k und zwei durch k gehende Flachen (p 
und X des Sechsecks willkürlich annimmt. 
Bekanntlich liegen die Pole einer beliebigen Ebene in Bezug auf 
eine Schaar-Schaar von Flächen zweiter Ordnung sämmtlich in einer zwei- 
ten Ebene. Also: 

Ein gemeinschaftliches Polsechseck von drei beliebigen Flächen 
jF*, Fl, Fl zweiter Ordnung ist zugleich Polsechseck von jeder an-- 
deren Fläche zweiter Ordnung, welche der durch F^, Ff und F\ 
bestimmten Schaar-Schaar angehört. 
23. Ohne Beweis notiren wir noch folgende Sätze: 
Zwei gemeinschaftlichen PolfUnfecken von zwei verschiedenen Polar- 
systemen kann allemal eine Raumcurve vierter Ordnung erster Species um- 
schrieben werden, und sogar eine Raumcurve dritter Ordnung, wenn irgend 
zwei Eckpunkte derselben zusammenfallen. 

Zwei gemeinschaftlichen Polsechsecken von drei beliebigen Polar- 
systemen kann allemal eine Fläche zweiter Ordnung umschrieben werden, 
und sogar eine Raumcurve vierter Ordnung erster Species, wenn sie einen 
Eckpunkt mit einander gemein haben. 

Drei beliebig gegebene Polarsysteme haben unendlich viele PolfQuf- 
ecke gemein; die Eckpunkte derselben liegen sämmtlich auf einer Raum- 
curve dritter Ordnung. 

Vier beliebige Polarsysteme haben unendlich viele Polsechsecke und 
ein Polfünfeck mit einander gemein; die sämmtlichen Flächen derselben 
berühren eine Fläche vierter Classe, auf welcher die Kanten des Polfünf- 
ecks liegen. Jeder Punkt des Raumes ist Eckpunkt von unendlich vielen 
solchen Polsechsecken; die Eckpunkte derselben liegen auf einer dem Pol- 
fOnfeck umschriebenen Raumcurve dritter Ordnung. 

37* 
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Zwei beliebige von diesen geineinscbaftlicheD Polsechsecken sind alle- 
mal einer Raumcurve vierter Ordnung erster Species eingeschrieben; ihre 
12 Eckpunkte können mit denjenigen des PolfQnfecks durch eine Fläche 
zweiter Ordnung verbunden werden. 

Strassburg i. E., Juni 1873. 



Ueber einige asymptotische Gesetze der Zahlentheorie« 



(Von Herrn F. Herten» in Ejrakau.) 



JLf en Gegenstand der folgenden Abhandlung bildet eine Reihe von 
Aufgaben, welche die bei gewissen zahlentheoretischen Functionen in Be- 
tracht kommenden asymptotischen Ausdrücke betreffen. 

Die jswei ersten dieser Aufgaben sind bereits von Dtrtchlet*) be- 
handelt worden. Ich glaubte aber noch einmal darauf zurückkommen zu 
dürfen, einerseits, weil meine Behandlung dieser Aufgaben mir directer 
und einfacher zu sein schien, andererseits, weil die Abweichung von dem 
asymptotischen Ausdrucke schärfer begrenzt werden konnte. 

1. 

Es sei (f>n die Anzahl aller in der Reihe 1, 2, ... n vorkommenden 
Zahlen, welche zu n th eilerfremd sind; man soll den asymptotischen Aus- 

G 

druck der Summe S^cpm für grosse Werthe von G finden. 

Bezeichnet jun eine derart von n abhängige Zahl, dass ^n =55 ist» 
wenn n quadratische Theiler (ausser 1) zulässt, sonst aber den Werth + 1 
oder — 1 besitzt, je nachdem n aus einer geraden (der Fall n 3=s 1 gehört 
hierher) oder ungeraden Anzahl verschiedener Primfactoren zusammen- 
gesetzt ist, und ist m in seine Primfactoren zerlegt- = a* 6^ . . ., so wird 
(ftn bekanntlich durch die Formel 

ipm = 7n(l — — ) (1 — -^) . . . 
gegeben, wo die Summation über alle Theiler T von m zu erstrecken ist. 



*) Ueber die Bestimmang der mitderen Werthe in der Zahlentheoriei Ab- 
handlungen der Berliner Akademie, Jahrgang 1849. 
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Es werde in dieser Formel der Reihe nach 

m = 1, 2, 3, ... [Ö] 
gesetzt und hierauf die Summe aller auf diese Weise entstandenen Glei- 
chungen gebildet; unter [x] soll hier und überall im Folgenden die grösste 
in X enthaltene ganze Zahl verstanden werden. Um das Resultat Ober- 
ftichtlich zu ordnen, reicht es hin, die von 

yn, (p2n, . . . y[— w 
herrührenden Glieder 

/in, 2jun, . . . [~J/^^ 
welche ausschliesslich mit dem Factor un behaftet sind, zu einem G^- 
sammtgliede i/i^( - H- ~~ ) ^^' vereinigen. Hiernach ergiebt sieb 

Setzt man nun allgemein 

L n\ ~T~^*' 
so wird 

»([^r+[?])=t^+«-'0-!-i'.a--.) 



und 






l 1 



wo 



/ = - i G> £ ^^ -h G 1. '- (4 - O - i k unr^ (l — r.). 



i-kö; »• i " i 



Eb ist aber, wenn @ die Eulersche Constante 0,57721 . . . b^ 
zeichnet, 



00 M« 0? 1 1 1 

'^ ■ — — 



^ um ^ l 1 

i un r, (1 — r.) < i ö 



Merten$j über einige asymptotische Gesetze der Zahlenthsorie, 291 

und nach Euler (Introd. in Anal. inf. Lib. I Cap. XV. 277) 



Man findet daher 



1 
wo ohne Rücksicht auf das Zeichen 



00 iwn 6 

7 n« — TT*- 



^ 8 ^ 



^<:(} log/? -^ I (g + |)ö + 1. 

Die hier gegebene obere Grenze fQr den Unterschied J ist genauer 
als diejenige, welche man in der erwähnten Abhandlung von Dirichlet findet. 
Dort wird nämlich nur gezeigt , dass J von keiner höheren als der Ord- 
nung (?^ sein kann, wo y aus der Gleichung 

1 1 1 ... 

1==-— -+--r--h-: — h"'-tw W- 
2"/ 3> 4y •' 

zu bestimmen ist und grösser als f ausfällt, während in Wirklichkeit J 

höchstens von der Ordnung GlogG sein kann. 

2. 

Es sei \pm die Anzahl derjenigen Theiler der Zahl m, welche durch 
kein Quadrat (ausser 1) theilbar sind; man soll den asymptotischen Aus* 

druck der Summe S^rpm für grosse Werthe von G finden. 

Wird die auf alle Theiler T von m zu beziehende Summe JSft^ T ge- 
bildet, so besteht dieselbe aus genau so vielen Einheiten, als m durch kein 
Quadrat (ausser 1) theilbare Divisoren besitzt, weil nach der Definition der 
Zahlen /il, ^2, . • • /i^T verschwindet, wenn T einen quadratischen Faotor 
enthält. Man hat daher 

(1.) xfjm =^ 2: fji^ T. 

Bezeichnet ferner T einen bestimmten Theiler von m und Q* das 
grösste in demselben aufgehende Quadrat, so ist 

(2.) fi'T^2:pd, 
wo die Summation über alle Theiler d von Q zu erstrecken ist In der 
That verschwindet diese Summe immer mit Ausnahme des Falles, in wel- 
chem Q =s 1 ist 

Wird nnn die Gleichung (2.) in (1.) substituirt, so ist das Resultat 
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leicht zu übersehen, wenn man erwägt, dass ^ irgend einen quadratischen 
Theiler von m vorstellt und dass irgend ein bestimmtes Glied u d nach der 
Substitution so oft vorkommen wird, als die Anzahl der Theiler der Zahl 

? bet*g^ und n>.a erb»lt dd>er 



m \ 



wenn das Summenzeichen auf alle quadratischen Theiler 6p von m bezogen 
und allgemein die Anzahl der Theiler einer Zahl n as %n gesetzt wird. 
In dieser Formel werde der Reihe nach 

m = 1, 2, 3, . . . [ö] 
gesetzt und hierauf die Summe der auf diese Weise entstandenen Glei- 
chungen gebildet. Die ausschliesslich mit dem Factor fin behafteten, 
von 

herrührenden Glieder 

lassen sich zu einem Gliede vereinigen, wenn zur Abkürzung 

ai -t- S£2 H- • • • -4- Z[x] = Bx 
gesetzt wird, und man schliesst 

[V^, den in allen Fsllen gflltigen 

aus welchem durch eine genauere Discnssion 

@x^=:x (log a; -f. 2® — 1) -h ;i l/^ -+- 2i,' 
gefunden wird; @ stellt die Eulersche Constante und a, i! positive oder 
negative Zahlen vor, deren absolute Werthe die Einheit nicht Obersteigen 
können. 

unter Berücksichtigung dieses Ausdruckes ergiebt sich nun aus (3.) 



(8.) l-«i/'m = 

1 


1 


Für Bx hat man, wenn / = 


= \yx 


Ausdruck 
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vo 



(T^Oog^ + äe-i) - (2e-i)<?,|^: 



(? ^^ log ^ H- P^ ^. ^ -h 2 ^, A'« n 
Es ist aber ohne Rücksicht auf das Zeichen 

00 /un ^1^1 



2Iog(y + i) * logg 

21i)g2+4 



^^<;£;f <logi^4-g 



1 " 1 



1 

und daher 

^ < (ilög ^ -+- 5 + 3 e -h 2 log 2) I/o -h 2, 
Femer folgt aus der Gleichung (Inirod. in AnaL infL Lib. I. 
Cap. XV. 275) • 

» A/n 1 



n' — 00 1 



T*"!!' 



durch Differentiation nach s 



% log n 



<» .an log n i " ^ 



n' / 0?. 1 \* 



und für s =z2 



00 



/unlogTt 36 <» logn 868 

~ ^- n» — rr* 7* n» — tt* * 

wenn der Zahlenwerth der Reihe 

Jpvaal Ifir lUlhAiiutiL Bd. LXXYIL Heft 4. 8« 
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• in -in/. 



1092 

2* 


^ 8» 


.log 
"" 4» 


4 


mit ^ bezeichnet wird. 


• 

• 






Es wird daher 








# 9 
1 


h e H 


ÖH- 


12« 

71» 



2@— 1) + ^. 



3. 

Es soll die Summe der reciproken Werthe aller Primzahlen gefun- 
den werden, welche tiurch eine gegebene eigentlich ursprflnghche positive 
quadratische Form mit negativer regulärer *) Determinante D darge- 
stellt werden können, in 2Z) nicht aufgehen und eine gegebene Grenze G 
nicht Obersteigen. 

I. Zunächst soll der asymptotische Ausdruck der Summe der reci- 
proken Werthe aller bis zur Grenze G vorkommenden in 2Z) nicht auf- 
gehenden Primzahlen bestimmt werden, welche Oberhaupt durch eigentlich 
ursprüngliche * positive Formen mit der Determinante D darstellbar sind. 
Es sind dies alle diejenigen Primzahlen 9, welche die Bedingung 

'(?)=! • 

erf&llen, das Zeichen in der Legendre-Jacohi^cYiexi Bedeutung genommen. 
Da diese Primzahlen sich auf gewisse arithmetische Progressionen 

vertheilen, so könnte man die Summe S — aus einer in Band 78 dieses 

i q 

Journals demnächst erscheinenden Arbeit **)' von mir entnehmen. Es Iftsst 
sich diese Summe aber auch direct, wie folgt, bestimmen. * 

Es sei auf alle ganzen positiven zu 2Z) theilerfremden Zahlen bis 
zur Grenze x bezogen 

« /i>\ log/W -. t./^V 1 r 

Wird in jedem einzelnen Gliede von Mx m in seine Primfactoren 
zerfldlt, so ergiebt sich durch Zusammenfassung sämmtlicher mit dem Lo- 



I 

Elin' Beitrag zur analytischen Zahlentheörie, Bd. 78, pag. 46. 



*^ Disqmsitiones arithmeticae art^306 VI. 
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garithmus der nftmlichen ungeraden Primzahl^ multiplicirten Bestandtheile 
der Ausdruck 

in welchem, nachdem man demselben die Gestalt 

i (-) (f )!=** + * . 

gegeben hat, 

^=(f)'T{M7)-^»}+'y^(?) 

ist, und wegen der leicht zu beweisenden Ungleichungen 

i.p<y(-2Z)), 



seinem ZahlenweiiJbe nach nie die Grösse 

erreichen kann. Es ist daher, wenn zur AbkOrzuxig die Ober alle in 2 Z) 
nicht ansehenden Primzahlen p bis zur Grenze x zu erstreckende 
Summe • 

gesetzt wird, 



(4.) Mx^Lao/x-^SL 
wo ohne Rflcksicbt auf das Zeichen . 
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,e.-z)){ii.„g,^l^-^} 



Da Leo von Null verschieden und Mx convergent ist, so schliesst 
man aus (4.), dass fx nie eine gewisse angebbare Constante e flbersteigen 
kann; wie gross auch x sei. 

• Mit Hülfe dieses Resultates beweist man ganz wie an dem ange- 
fahrten Orte, dass die Reihe 
• 

n Ebendaselbst (8.)- 
/ \ y BS* 
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convergent ist, wenn die Glieder derselben nach der Grösse der Prim- 
zahlen p geordnet werden, und dass, wenn der Sumiüenwerth derselben 

5) gesetzt . wird, 

1 2lc 

P =^"*"log(l+G) 
ist, wo l eine die Einheit nicht überschreitende Zahl bezeichnet. 

Addirt man tliese Gleichung zu der Gleichung^) 

8 p 

in welcher p alle bis zur Grenze G vorkommenden in 2/) nicht ansehen- 
den Primzahlen y a die Sunune der reciproken Werthe der in 2 2) auf- 

• 

gehenden Primzahlen , @ die J?ii/^8che Constante und ff die Summe der 
Reihe 

. ('»gä-D + (log f - j) + (log| - j) + (log I- I) 



+('"8 5s-n) 



bezeichnet, so ergiebt sich 

cf ist eine Zahl welche nie die Grenzen + {: — 77—7;: -h -?;\ — Trf Ober- 

• — llog(l+G) GlogO) 

schreiten kann, und die Sunmiation betrifft; alle in 2Z) nicht aufgehenden 
bis zur Grenze G vorkommenden Primzahlen 9, welche die Bedingung 

= 1 erföUen. 



(f) 



Ist die Anzahl der verschiedenen fttr die Determinante D existiren- 
den eigentlich ursprünglichen positiven Formenclassen =s 1, so giebt die 
Formel (5.) die vollständige Auflösung der Aufgabe, d. h. den asymptoti- 
schen Ausdruck der . Summe der reciproken Werthe aller bis zu der 
Grenze G vorkonoimenden durch irgend eine eigentlich ursprüngliche posi- 
tive Form der Determinante D darstellbaren Primzahlen. Dies ist der Fall» 
wenn Z) = — 1, — 2, — 3, — 4, — 7. 

♦) Ebendaselbst (13.). 
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Die Berechnung von. 5D lässt sich leicht in folgender Weise "bewerk- 
stelligen. 

S) kann als der Grenzwerth der Reihe 

für (> = angesehei^ werden, weil vermöge der Function fx ganz wie an 
dem angefahrten Orte gezeigt wird, dass für jedes nicht negative q 



*+' ^ log (1 + 0) 



ist. Da nun 



« ,D\ _J 00 1 

7 U) Ä '^ , , /I>\ l~ 

°^ i \m/»n»+« ~ , \p)p>+» 2 t p»+»» 8 j \p) p^i 



i+f • 2 T p*- 
SO ergiebt sich, wenn man zur Abkürzung 

1 



f(-^ 



setzt, 



p) />**■* 



log I/i s= yi 
i log L, = 
i log L, 



(2AH-l)y«^„ 



00 

I 

00 



1_ 

u 

I 



«=L 



vn 



p^ 



ihyu 






y» 



y» 



yi 
yi 



y» 



y« 
y« 



• • •. 



• • •. 



* *. 



» •_ 



• • • 



und hieraus 

yi = 3) = log Xi — i log A — i log i, — i log A 4- i log Le — 

Die Reihen Zi, X|, L3, • • • sind alle mit Hfllfe der Zahl n sum- 
mirbar. 

II. Ist die Classenanzahl für die eigentlich ursprünglichen positiven 
Formen der Determinante D > 1, so sind Mittel nothwendig, welche 
eine bestimmte Form der Determinante D zu isoliren gestatten und 
welche in einem speciellen Falle, wo nämlich D eine negative Primzahl 
von der Form 4 m + 3 ist, bereits von DiruMet*^ angegeben worden sind. 

« 

*) Auszug aas einer der Akademie der Wissenschaften za Berlin am 6. M&rz 
1840 vorgelesenen Abhandlimg. Dieses Jpnmal Bd. 21. 
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Werden sämmtliche eigentlich ursprQngliche positive Formenclassen 
der Determinante D , deren Inbegriff ich mit £2 bezeichnen werde, in Gre- 
9chlechter (genera) eingetheilt, bo sind nach dem 307. Artikel II. der Dia- 
quisitiones arithmeticae, da D regulär vorausgesetzt wird, nur zwei Fälle 
möglich: entweder enthält jedes Geschlecht je eine Zwitterciasse (classis 
anceps), oder aber enthält die eine Hälfte der Geschlechter je zwei Zwitter^ 
classen, die andre Hälfte gar keine. Da in diesen zwei Fällen die Auf- 
gabe eine verschiedene Behandlung erheischt, so soll hier zunächst der erste 
betrachtet werden. 

Es sei @ eine eigentlich ursprüngliche positive Formenclasse des 
Hauptgeschlechts (genus principale), deren Zusammensetzungspotenzen 
sämmtliche n Classen des Hauptgeschlechtes zu erzeugen im Stande sind, 
3<b 3i) * - * 3h-.i sämmtliche Zwitterclassen aus 12, wobei 3o die Hauptclasse 
bezeichnet. Es lassen sich dann, wenn allgemein die aus der Zusammen- 
setzung zweier Classen C, C entspringende Formenclasse mit CC be- 
zeichnet wird, sämmtliche in £i enthaltene Formenclassen folgendermassen 
gruppu*en : 

... 3.©^ 3x6V ••• 3t e-- 

(6.) < 

3..le^3..|6V • • • 3«-i6-S- 

die Classen der ersten Reihe bilden das Hauptgeschlecbt, die der zweiten 
dasjenige Geschlecht, zu welchem 3i gehört u. s. w.; (§? bezeichnet die 
Hauptclasse. Ist D eine negative Primzahl von der Form 4 m + 3, so ist 
nur das Hauptgeschlecht und in (6.) nur die erste Reihe vorhanden. . 
Ueberdies ist zu bemerken, dass n immer ungerade ist (Disq. arithm. 

artsoenij. 



Es sei femer Z) = D' S*^ wo S* das grösste in D aufgehende Qua- 
drat bezeichnen soll, und a, 6, • • • e, a', b', • • • e die Symbole von der Form 

(_ i)K-i)^ (_ i)K«*-i)^ (_ i)K-i)4.M--i)^ |it], welche zur Definition der 

Einzelcharaktere der eigentlich ursprünglichen positiven Formen der Deter- 
minante JD dienen, und von denen a^h^ > • - e specieU diejenigen Symbole 
seien , deren Product für jede zu 2 /) theileriremde positive Zahl n sich 
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nach dem quadratischen Reciprocitätsgesetze in |— | umgestalten Iftsst. 
Wegen der Gleichung 

ist fQr jede zu'2 D theilert'remde durch Formen der Determinante D dar- 
stellbare positive Zahl n 

ab • • • c = 1, 
und daher kommen unter den aus der Entwickelung des Ausdruckes 

(1 -f- a)(l -f. b) • • • (1 -^ c) 
entspringenden Gliedern je zwei Verbindungen von Symbolen vor, welche 
fQr sämmtliche Geschlechter einander gleich sind. Es ist nun ftlr das 
Folgende zweckmässig, diese Glieder derart in zwei Gruppen J\ und Ts zu 
theilen, dass zu jedem in i^ vorkommenden Gliede sich in F^ ein ent- 
sprechendes vorfindet, welches mit jenem zusammengenommen das Product 
sämmtlicher Symbole a b • • • € ergiebt. Beide Gruppen /'i, /f. bestehen 
dann aus gleicbvielen Gliedern, und es sei r\ diejenige Gruppe, welche das 
Glied 1 enthalt. Multiplicirt man alle Glieder von Fi und Ff der Reihe 
nach mit den Gliedern, welche aas der Entwickelung des Ausdruckes 
(1 -h a')(l -h b') • • • (l -+• c*) hervorgehen, so entstehen zwei Gruppen 
&i und (^t, welche wieder aus gleicbvielen, nämlich x Gliedern bestehen, 
und jedem Gliede der Gruppe ®i wird ein Glied der Gruppe ®, ent- 
sprechen, welches jenem für alle Geschlechter gleich ist; ®i enthält das 
Glied 1 und beide Gruppen @i und &^ zusammengenommen ergeben genau 
sämmtliche Glieder des entwickelt gedachten Ausdruckes 

(1 -f- a)(l H- b) . . . (l -f- e)(l H- a^Cl + b*) • • • (H- e'). 
Ist z. B* 'jD = — 1848, und man setzt zur Abkürzung 

(- 1^"' = «. (t) = f», (f) = ^ (n) = ^' (-!)*<•-'=«'. 

* 

SO bestehen die Gruppen /\, F^ @i, ®s aus folgenden Gliedern: 
Fl aus 1, a, b, c, b, ab, ac, ab; 
Js n abcb, beb, acb, abb, abc, cb, bb, bc; 

®i » Ij fl» b, c, b, aby ac, ab, a', aa', ba', ca', ba' aba', aca', aba'; 
®9 „ abcb, beb, acb, abb, abc, cb, bb, bc 

abcba', bcba', acba', abba', abca', cb,a', bba', bca'. 
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Bezeichnet nun. j^ irgend einen Ausdruck aus ®i und xoi ;Ci) ' ' ' X»^-t 
die Werthe, welche x ^ ^i® Olassen 3o> Sd • • • 3«-i annimmt, so ist Xm Xf^ 
der Werth von x^ welcher der Classe 3« 3jö entspricht und ttber alle Au»- 
drficke x ^^^ ®i erstreckt 

(7.) JSx, X, = X öder = 0, 

je nachdem fi und v gleich oder verschieden sind, weil nftmlich 

-2'x^;f. = iCl -*- ö, a.) • • • (1 4- a1 a'.) . . 

ist. Ist femer x irgend ein Ausdruck aus ®| ausser der Einheit, so ist 
immer 

(8-) Zo -t- Xi + H x—i = ö. 

Diese Gleichung beweist man am leichtesten, wenn man die über alle Aus- 
drücke X *^ ®i 2ö erstreckende Summe -S (/o 4- /i -h • • • +■ X—i)* ^^^ 
wickelt Es ist nftmlich 

und nach. (7.) 

-S'Uo -4- Xi H h;f^i)' = x*; 

da nun das erste Glied der Summe, welches dem Ausdrucke ;( ^s 1 ent- 
spricht, den Werth x* hat, so müssen alle folgenden Quadrate verschwin- 
den, was eben die Gleichung (8.) ergiebt. 

Selbstverständlich haben die Gleichungen (7.) und (8.) nur dann 
einen Sinn und sind nur dann für das Folgende nothwendig, wenn mehr 
als ein Geschlecht existirt. 

Dies vorausgeschickt, bilde man mit Hülfe irgend einer nten Ein- 
heitswurzel cü die Ausdrücke 

.— -t- a; ^ z — -t- • • • -h (or Jt 

yo^ /«, 1 /o, «-1 

* 1 • 1 * 1 



Fx = ^ "ü — -4- a; ^ z — -t- • • • -^- ai 



A A 1 A «- 



* 1 * • 1 . * 1 . 

X— i ^ Z H-/— iCci-Z" 7 1 h ;c^i w*"' 2 
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l»! X = ^ — j h Ol <<^ -"7 "t" • • • H- CO -Ä —5^ 

^ log Ao . iU log/u . . «-i ^ log/i. *-i 

• • • 

:^ log/— 1.0 . 4.10g/-».» , . —1 ^ log/— i.»-t 

/»-». 0. /•-». 1 f.-\, »_i 






CO 1 ^1 00 1 



A A 1 f% «-i 

00 1 «1 ^'ö 1 



A A 1 A •- 



00 1 ^^1 00 1 



1/— 1 -S'^r— -+-i/— iOI-Ttj 1 hl/^iw*-^ -^Ti . 

A 3 bezeichnet hierin allgemein die repr&sentirende Form der Classe 3« @^; 
die Summenzeichen in Fx und F^x beziehen sich auf alle in die betreflfende 
Form A3 einzusetzenden positiven und negativen ganzzahligen Werthe von 
u und V, welche dieser Form einen zu 2 /) theilerfremden die positive 
Grrenze x nicht übersteigenden Wertfa verleihen, und ^«^^ bezeichnet die 
Anzahl der unter diesen Bedingungen für die Form A 3 angebbaren Werthe-* 
paare {Uj v). In dem Ausdrucke W{z^ /, ai) beziehen sich die Summen-* 
zeichen- auf die nämlichen Werthe von u und t; wie in Fx^ nur fällt die 
Beschränkung weg, dass die durch die Formen /o,o ^ * ' dargestellten Zahlen 
die Grenze x nicht flberschreiten sollen. 

Die Reihe W(z, /, ai) ist für jeden Werth von z^ welcher > 1 ist, 
convergent und lässt sich in ein unendliches Product, wie folgti ver- 
wandeln. 

Man denke sich in W alle Glieder, deren Nenner = m^ ist, unter 
Heraushebung des Factors m~' zusammengezogen und bezeichne den aof 

diese Weise erhaltenen Gesammtcoefficienten von — mit (m\ Es ist daniu 

Jounud ffir Mathematik Bd. LXXVIL Heft 4. 99 
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weoD die Primzahl q durch die Tonnen /^^ ^ /^ «., (oder durch die F< 
/^o 9Mi zweieiiei Art) dai^estellt wird, 

(^=«,»'-»-«,-»'-1-1, 

und allgemein 



V 

l H h ;f.(o>' H- a»-'), 

^e leicht aas der Theorie der ZusammensetziiDg der qaadntiBchen Foi 
sich ergebt. Ferner findet man leicht, daas, wenn m ond m' zwü Zilik» 
ohne gemänschaftlichen Fact«»* sind, weldie nur aas darch Fonnen der 
Determinante D darsteO baren Primzahlen bestehen, 

(10.) (m) (m') = (mnC) 
ist. Es sei nimlich m durch die Form /^ ^ mit Hülfe der Zahlen ti, «, W 
durch /^, £. mit Hflife der Zahlen i^, e' darstellbar, in dem ersten Falle der 
grOsste gemeinschaftliche Factor der darstellenden Zahlen = «. im zweiten 
= ^ and IT, «0* bezO^di die Wurzeln der Congruenzen 

«»» = D(mod^), »•» -^ D (mod ^), 

— 1 "")? {"^^7 "^1 von — und — durch die 
Fonnen /«, /s, /«<, g« gehören. Ee sind dann die Fonnen f^ s, /^^ ^ bezüglich 

den Fonnen \^> «'^ ^ iT^ /' \7»' ^' ^"^ — / ^^g**^^^^ aeqaiv»- 

lent Aus den letzteren ist aber (Disq, aridiin. 243) die Form 
(——, V, ^ ^; 1 zusammengesetzt, wenn v so bestimmt wird, dass 

r ^ IT f mod — L 

(11) ^ ;. 

I? ^ w' Imod — I 

wird. Es gehört daher diese Form zur Glasse 3. 3.- <S^^, mid die ZaU 

aisif 

-7-7;^ wird durch die reprisentirende Form dieser Qasae mit Hfdfe 




v^^D f mod 
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seu einander theilerfremden Zahlen ^, 17 derart dargestellt, dass die Dar- 
stellung zu derjenigen Wurzel der Congruenz 

gehört, welche die Bedingungen (11.) erfOUt; die nämliche Form wird tn ver- 
möge der Zahlen ee'^^ e^ri darstellen. Leitet man auf diese Weise aus je 
einer Darstellung von m und einer Darstellung von vi eine Darstellung 
von miri her, so ist klar, dass genau sftmmtliche Darstellungen der Zahl 
ratii durch eigentlich ursprüngliche Formen der Determinante /), und zwar 
jede zwei Mal, erhalten werden. 

Enthält m Primzahlen r, für welche ('— > = — 1 ist, und man setzt 

ni=^frl R^ wo m' durch keine Primzahl r theilbar ist^ R hingegen nur aus 
solchen besteht^ so ist 

(12.) (m) = (m')(Ä) 
und {K) = 1 oder = , je nachdem R ein Quadrat ist oder nicht 
Die Gleichungen (9.), (10.), (12.) ergeben 

(13.) "f^i^^x^-^-n-^Yn ^_^^^ ^^^ , 

das erste Productzeichen erstreckt sich auf alle Primzahlen r, fOr welche 

( — ^ =: — 1 ist, das zweite auf alle Primzahlen q, in Bezug auf welche 2) 

quadratischer Rest ist, und 1/, y sind die jedesmaligen Zeiger d^ Form 
/^^ ^ durch welche q darstellbar ist. 

Wird vorausgesetzt, dass ^ ^^^ ^ nicht beide = 1 sind, so wird 
der Werth des Ausdruckes Ax von der Ordnung \/x sein, d. h. durch eine 
Formel, wie 

(14.) Ax = ^Vx 
gegeben sein, in welcher der analytische Modul von ^ beständig unter einer 
angebbaren Grösse ^^ bleibt In der That ist 

7yy(-2X>) ^ . p w^ 

worin B eine leicht anzugebende Grenze & *) nicht zu übersteigen vermag; 

•) C. F. Game Werke Bd. U. S. 277. 

S9» 
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wird nun mit /« oi^ multipiicirt und Ober alle Werthe von a und ß sum« 
mirt| 80 ergiebt sich wegen 

ila: = |/«-r;f„ CD® J5, 

und es ist 

mod-S';f. co^ B<2:&. 

Mit Hülfe des Ausdruckes (14.) lässt sich leicht beweisen, dass jeder 
der Ausdrücke Fx^ F^x mit unbegrenzt wachsendem x einem festen Werthe 
zustrebt In der That l&sst sich immer für a: ein solcher Werth sf an- 
geben, dass jede Erweiterung dieser Ausdrücke Über ^ hinaus bis zu einem 
beliebig gegebenen Werthe si von x nur solche Aenderungen von Fx und 
FxX zur Folge haben kann, welche in ihren reellen und imaginären Theilen 
eine gegebene Grenze von vorgesdiriebener Kleinheit nicht zu erreichen 
vermögen. Es ist n&mlich, wenn a? and si der Einfachheit halber ganz- 
zahlig vorausgesetzt werden, 



Fsi — Fa? 



Äm'> Aal ' . ,\ 1 . 



l+*o ^ 1+«' ^^ uJiK» t+U 






3^0 






!+•• 9 
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fto log 0+^') . fto log (1+^) 
fto y / log* log («+1) \ 

2 ^o log (1+^«) , .^, t log« 



K1+«» ' 1+^ «» 

Auf dieselbe Weise findet man als obere Grenze ftkr den Modal yon 
Fx die Grosse 8|>^ 
BezMchnet daher F'* den Grenzwerth von ^« fOr « as oo, so hat man 

(16.) Fs~F- + '-^, 

WO Jl eine Zahl ist, deren analytischer Modul die Einheit nicht flbersteigt 
Dass dieser Grrenzwerth F^ nicht verschwinden kann, l&sst sich ähn- 
lich, wie es DiruMet bei mehreren Gelegenheiten gethan hat, beweisen. Es 
kann nftmlich F^ als Grenzwerth von 2 ¥Xl+(») x^^) ^^ (» s= angesehen 
werden. Ist nun zun&chst co =" 1 und x i^icht = 1 (was die Existenz 
mehrerer Geschlechter voraussetzt), so hat man nach (13.) 

und da x ümn>er von der Form ( — \ ist, wo d einen gewissen (positiven 
oder negativen) TheUer von D vorstellt, so kum man 

n — L_ = 7T L_^/r ^ 



n — ^ — =/7 1 — ^n ^ 



(i ^ü-N« i-(±\L. l_r^^J_ 

setzen und erhslt, Ober alle in 2Z> nicht aufgehenden Primzahlen p er- 
streckt, 
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von welchen Reihen keine verschwinden kann. Um dann den Beweis f&r 
den allgemeinsten Fall zu führen, gehe man in der Gleichung (13.) za 
den Logarithmen Über und summire hierauf in Bezug auf a]le Werthe 
von w und alle Ausdrücke x ^"® ®f Setzt man z =^ l •+- q und zur Ab- 
kürzung 







1 1 


so ergiebt 


sich 




9 

(16.) 


— xn log R -+ 




+. log ¥^(1 -4- 


X 



WO das erste Summenzeichen der rechten Seite sich auf alle durch die 
Hauptform darstellbaren Primzahlen q u. s. w. bezieht. Würde nun eine 
der Functionen y(l + (;, ;f, cö), in welcher cti nicht = 1 ist, mit unbegrenzt 
abnehmendem q unendlich klein werden, so würde der conjugirte Ausdruck 
}F(1 + (>, /, oT^) sich in demselben Falle befinden, und die linke Seite der 
Gleichung (16.) würde für hinreichend kleine Werthe von q negativ werden, 
was unmöglich ist. 

Man denke sich nun in den einzelnen Gcliedem des Ausdruckes 

Fi(Xf Xj cö), welche alle die Gestalt /. co** — — haben, den Logarithmus von 

m in die Logarithmen der Primfactoren von m zerlegt und fasse hierauf 
alle mit dem Logarithmus der n&mlichen Primzahl q behafteten Glieder zo 
einem Gesammtgliede ® zusammen. 

Setzt man zunächst voraus, dass q eine Primzahl ist, in Bezog auf 
welche D quadratischer Rest ist, und dass q durch die Formen /^r^/s»^ 
(eventuell /«, o doppelt gedacht) darstellbar ist, so lässt sich & leicht bilden, 

* 

wenn man alle durch eigentlich ursprüngliche positive Formen der Deter- 
minante D unter den Summationsbedingungen dargestellten Vielfachen von 
q betrachtet. 
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Es sei m = m!q^ irgend eines dieser Vielfachen und ^ die höchste 

lofiT fn 

in m aufgehende Potenz von q. Es ist dann 2(rn) — ^ — der Complex aller 

deijenigen Glieder von f\ x^ welche m zum Nenner hahen, und der Beitrags 

den dieser Complex zu & leistet, ist ==: 2 / — log q. Man verificirt nun 

leicht mit Hülfe der Formeln (9.), (10.), (12.)^ oder auch durch logaritb« 
mische Differentiation der Grleichung (13.) nach z, dass 

%0 = (<rO /.(CO' -h a>-) H- (9'-^) (cü*^4- a>-'0 -H - + (1) zH^'^^ ca^^ 
und hienach allgemeiner 

H h (m') ;ti(o" -f- «»■ ") 

ist. Es lässt sich demzufolge der Ausdruck 



2/^log} 



auf die Form 



bringen und es wird 



Da aber 



mod ii' ( ^, ;f, t») < 3 1>», 
modi?(5,/,a,)<3^», 



. • 



so kann man 



setzen, wo 



& = jF*;c.(to' H- w-') ^ + ai 



mod«<6^»(-^H-^ + ^H-...)log,, 
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also 

Ist dagegen q eine Primzahl, welche nicht durch die Formen der 
Determinante D darstellbar ist, so kann es nur als gemeinschaftlicher Factor 
zweier darstellenden Zahlen t^ v auftreten, und es ist in diesem Falle 

1 . 1 



mod ® < 6 fi» (^4 + - H ) 

^ \q* q* ' 

6^0 



Werden nun die zu den einzelnen Primzahlen gehörenden Gesammt- 
l^ieder ® ad^rt, so ergiebt sich 

(17.) Ji(«, X, a») = l?* Ix. (CO' H- e»-) ^ H- ^. 

Hierin bezieht sich das Summenzeichen auf alle bis zur Grenze z 
vorkommenden in 2Z) nicht aufgehenden Primzahlen 9, in Bezug aufweiche 
D quadratischer Rest ist, und n, v sind die jedesmaligen Zeiger der Form 
/^,, durch welche q darstellbar ist; J ist dem analytischen Modul nach 

» Kp~i) \i^ » \'v 

wo f alle ungeraden Primzahlen ohne Unterschied yorstellt. 

Um eine genauere Begrenzung för J zu gewinnen, ist eine ein- 
gehendere Untersuchung der Summe 2, ^^ nothwendig. Setzt man zur 
Abkürzung 

^logp = v/y, 

so ist 







1. 




V)H-M-+-T^*S/* 


V9^\ 



und da 



so sohliesst man 



ypy < 2y, 
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(18.) i:^-^^<2i/x-hl;- 



Hiernach wird also in (17.) 

mod J < 6^^ 1 J??-£_ ^ 24t^\ 

Da F^ von Null verschieden und FiX convergent ist, so zeigt die 

Gleichung (17.), däss die Summe -2* /^ (co' H- cü") -^ ihrem Zahlenwerthe 

nach nie eine gewisse angebbare Constante Ci Überschreiten kann, wie gross 
auch X sei. 

Es sei nun 

f X. («>' -H ce,-') ^-^ = ex 

und s irgend eine positive ganze von der Einheit verschiedene Zahl. Es 

ist dann der Ausdruck 

es— ©(«—!) (w + fti-O - 

' — ^ ' = X^ ^ — ■ oder ^= 0, 

log« ^'^ q 

je nachdem s eine durch Formen der Determinante D darstellbare Prim- 
zahl q oder irgend eine andere ganze positive Zahl ist, und daher 

^ (cQ.^ + fti-^) ^ Gs—e(s-l) 

^^- - =^' log* 

log(l+a:0) "+* log (l+^)'^iH^' *(log « "~ log(«+l)) 



log (1+4:0) 
2C, 



■^ log (1+^) "^ 1+.; "^^ viog « iog(i+o>' 



log(l+a;0) ^ ^ ^ 

ohne Rücksicht auf das Zeichen. Dies zeigt, dass die Reihe 2:^^ - — — -^ 

wenn die Glieder derselben nach der Grösse der Primzahlen q geordnet 
werden, convergirt, und dass, wenn der Summenwerth derselben mit 
SSB(;f, cu) bezeichnet wird, 

gesetzt werden kann. 

Diese Formel gilt für alle Verbindungen von x ^^^ ^ ^^ ^^^ 

Jounud for Ifathematik. Bd. LXXTH. Hdl 4. 40 
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nabme des einzigen Falles, in welchem gleichzeitig x = ^ ^^^ ca = 1 ist. 
In diesem Falle hat man nach (5.) 

(20.) 1— = i //(? -h i(e — J7— a -+- 3)) -4- <r. 

Aus den Formeln (19.) und (30.) lässt sich zunächst leicht der 
asymptotische Ausdruck der Summe der i*eciproken Werthe aller durch 
Formen eines gegebenen Geschlechts aus 12 darstellbaren, die Grenze G 
nicht flberschreitenden Primzahlen herleiten. Setzt man n&mlich über alle 

• • - 

Ausdrücke x <^s ^i ^^^ Ausnahme der Einheit erstreckt 

^X^ ®a, 1) = L. (1), 
z 

und Ober alle Ausdrücke / aus ®i ohne Ausnahme erstreckt 

- ;f. SB(/, Ol) = X. (a)), 

so ergiebt sich aus den Gleichungen (19.) und (20.) nach (7.) 

r2n 1 ^ _ "^ . ^^H-a+S>+U (1) 

wenn ai = 1 ist; dagegen 

wenn co nicht b= l ist; das Summenzeichen bezieht sich in beiden Fällen 
auf alle Primzahlen 9, welche durch Formen des die Zwitterciasse 3« ent- 
haltenden G^chlechtes darstellbar sind; e und c' sind Grossen von der 

Ordnung - — —^ für welche sich leicht obere Grenzen angeben lassen. 

Die Gleichung (21.) enthält die vollständige Losung der Aufgabe 
in dem Falle, wo n = 1, d. h. in jedem Geschlechte nur je eine Classe 
vorhanden ist; hierher gehören mit Ausnahme von — 1, — 2, — 3, — 4, 
— 7 alle jene 65 Determinanten, welche Gauss im 303« Artikel der Disq. 
arithm. aufzählt. 

Ist n :> 1) so gestatten die Gleichungen (21.) und (32.) die durch 
eine bestimmte Form /..«^ (oder fa^^) darstellbaren Primzahlen in folgender 
Weise zu isoliren: 
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T ? 2xn 2 xn 






UL Sind nur in einer Hälfte der Geschlechter Zwitterclassen ent* 
halten, so sind die Classen von S2 nach der Vorochrift des 307. Artikels 
Vn. der Disq. arithm. zu gruppiren. 

Es sei 6 eine Classe, deren Zusammensetzungspotenzen alle Classen 
ihres eigenen und des Haupt^eschlecbts zu erzeugen im Stande sind, so 
dass die Formen 

(23.) 6^ <5S 6S • . . 6»"-^ 
alle verschieden sind; die Potenzen mit geradem Exponenten stellen dann 
alle Classen des Hauptgeschlechts, die mit ungeradem Exponenten alle 
Classen des Geschlechts, zu welchem (S gehört, dar. Erschöpft diese Reihe, 
noch nicht alle Classen i2, so nehme man eine der in S2 nach Entfernung 
der Reihe (23.) zurückgebliebenen Zwitterclassen 3i und bilde die Reihe 

(24.) 3^(S^ 3i(5S 3i6N • • • 3i©*--S 

welche wiederum zwei vollständige Geschlechter aus S2 umfasst und nur 
zwei Zwitterclassen enthalten wird. Repräsentiren die Reihen (23.) und 
(24.) noch nicht alle Classen von i2, so sei 3^ eine weder in (23.) noch 
(24.) vcM'kommende Zwitterciasse, und man bilde die Periode 

3,6^ 3,6N 32 6^...3•©^-^ 

So fahre man fort, bis der ganze Classenausschuss S2 erschöpft ist. 
Es können dann alle Classen von Si folgendermassen gnippirt werden: 

.... 

Im Uebrigen führen ganz die nämlichen Schlüsse^ wie in dem ersteu 
Falle, zur Lösung der Aufgabe, weshalb ich hier nicht mehr nfther darauf 
eingehe. Zu bemerken wäre nur, dass, da die Unterscheidung zweier Ge- 
schlechter, welche in je einer Classenperiode vereinigt sind, schon durch 

40* 
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die Wurzel — 1 der Gleichung w*" = 1 herbeigeführt wird, die Glieder der 
Gruppe ®i auf die Hälfte zu reduciren sind. 



4. 
Es sei H(^ — D) die Anzahl der Classen, in welche alle eigentlich 
ursprünglichen positiven quadratischen Formen mit der negativen Deter- 
minante — D zerfallen ; es soll der asymptotische Ausdrück der Summe 

2n H{ — n) gefunden werden. 
1 

Man denke sich alle reducirten nicht eigentlich aequivalenten (ur- 
sprünglichen und abgeleiteten) positiven quadratischen Formen gebildet» 
welche den Determinanten 

— 1, — 2, — 3, [x] 

entsprechen und bezeichne 

mit fx die Anzahl derjenigen unter diesen Formen, welche 
eigentlich ursprünglich sind, 

mit Fx die Anzahl derjenigen Formen (a, b, c), in denen 
wenigstens einer der äusseren Coefficienten a^ c ungerade ist, 

mit (p($^ x) die Anzahl derjenigen unter diesen Formen, in 
denen der mittlere Coefßcient ohne Rücksicht auf das Zeichen den 
Werth s hat, 

so wie endlich mit x(j^9 ^) ^^ Anzahl derjenigen Formen 
(a, i, c), in denen die äusseren Coefficienten a, c beide gerade 
sind und der mittlere den Werth + s hat. 
Alsdann ist, wie leicht zu sehen, 

(25.) i?x = /x+/p-h/^-h.., 

> • 

und da der grOsste Wertb, den der mittlere Coefficient irgend einer dieser 
Formen haben kann, = jy -|^ ist, 

(26.) Fx = JS-, (v;(*, X) — x(.s, «)). 



Die Ausdrücke yj und ;( ergeben sich leicht, wenn man auf den B#- 
griff einer reducirten Form zurückgeht. Eine quadratische Fem (o, b, e) 
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von negativer Determinante — D heisst reducirt und positiv, wenn a ^c, 
2b ^ a und flberdies a und c positiv sind (Disquisitiones arithmeticae 171). 
Um daher sämmtllche reducirte nicht eigentlich aequivalente positive 
Formen einer gegebenen negativen Determinante — D aufzustellen, deren 
mittlerer Coefficient einen gegebenen Zahlenwerth s hat, hat man, wofern 

s^y-^ ist, die Zahl ^'-+-2) auf alle möglichen Weisen in zwei ganze 

positive Faotoren a und c derart zu zerfallen, dass a ^ c ist, und aus jeder 
solchen Zerf&llung, falls ^ = ist, die Form (a, 0, c), falls dagegen 8>0 
ist, die zwei Formen (a, ^, c), (a, — ^, c) zu bilden. Aus diesen so gebil- 
deten Formen sind dann alle diejenigen auszuscheiden, in denen a <^2s 
und welche nicht reducirt sind, so wie auch diejenigen reducirten Formen 
(a, — ^, c)j in denen a = 2s oder a^=^ c ist, weil eine solche Form der 
Form (a, s, c) eigentlich aequivalent ist. (Disq. arithm. 172.) 

1^ Es sei ^ = 0. Man bilde alle Zerfällungen der in der Reihe 

1, 2, 3, . • . [x] 
enthaltenen Zahlen in zwei positive Factoren o, c, von denen der erste den 
zweiten nicht übertrifft, und aus jeder derselben die Form (a, 0, c). Be- 
zeichnet 5£m die Anzahl der Theiler der Zahl Tn, so ist die Anzahl der- 
artiger ZerfllUungen der Zahl m 

= i(2;w + 1) oder = 4^ Sw, 
je nachdem m ein Quadrat oder keines ist. Es ist daher 

(27.) t/^(0,a:) = i(5;i-hSE2H h X[x]) -h i [Vx] 

wenn allgemein 

SEI + 22 H h S|>] = ®y 

gesetzt wird. 

Diejenigen unter diesen Formen (a, 0, c), in denen a und c beide 
gerade sind, entspringen ausschliesslich aus den Zerfftllungen der Zahlen 

4,8,...4[f] 
und ihre Anzahl ist 

i(sti + a2 + ... + s[f])+i[,/fj, 

80 dass 



314 Mertens^ über einige asymptotische Gesetze der ZdUenthsorie* 

(28.) ;c(0,x)=|Sf 4- k[J^] 

wird. 

2^ Es sei 8> 0. Da der kleinste Zahlenwerth einer Determinante, 
welcher reducirte Formen mit dem mittleren Coefficienten db s entsprechen 
können, =3^5* ist, so hat man alle Zerfällungeu der Zahlen 

4ä*, 4j»4. 1, ... j»+[a:] 
in zwei positive Factoren a und c, von denen der erste den zweiten nicht 
Übertrifft, mid aus jeder derselben die Formen (a, Sy c), (a, — ä, c) zu bil- 
den. Der Complex dieser Formen heisse 12 8> Die Anzahl der in i2 ^ ent- 
haltenen Formen ist 



24 j* -H 2(4*» + 1) H h S(*' -h M) -4- [V^^ -f- x] — [V'4** — 1] 

oder 

(29.) ©(*» -4- a:) — ©(4** — 1) + [Vs^ -h ä:] — 2*4-1. 
Hierauf sind alle diejenigen Formen auszuscheiden, in denen a einen 
der Werthe 1, 2, • • • 2 * — 1 hat. Bezeichnet e einen beliebigen dieser 
Werthe^ so können Formen mit dem ersten Coefficienten 6 nur aus den 
ZerföUungen der Zahlen 

entspringen, und umgekehrt gehen aus den Zerfällungen jeder dieser Zahlen 
je zwei und nur zwei solche Formen hervor. Die Anzahl dieser Formen 
ist also ^ 

und somit die Anzahl aller Formen aus i2*, in denen a <C 2* ist, 

Femer sind aus £1 s noch diejenigen Formen (a, — *, c) zu ent- 
fernen, in denen a = 2 * oder = c ist. Die Anzahl der ersteren ist nach 
dem Vorhergehenden 

L"2rJ ~ L~27~J ' . 
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die der letzteren 



[V*>H-x] — [V'4*»— 1], 
"wobei zu bemerken ist, dass die Form (2«, — s^'is) unter den ersteren 
und letzteren mitgezählt worden ist. Hiernach ist also die Anzahl aller 
Formen (a, — «, c) des Complexes i2 «, in denen a = 2 9 oder = c ist, 



»»+« 



Aus (29.), (30.), (31.) ergiebt sich 

V/(*, X) ^ ©(*' + «) - e(4*» - 1) + 2* - [^j 



Diese Formel vereinfacht sich noch bedeutend^ wenn man die nach 
Dtrtchlet*) leicht zu beweisende Gleichung 

(32.) ®^ = 2^. [-J] - [l/z]> 

auf <B(48^ — 1) anwendet. Es ergiebt sich nämlich dann, da 2$ — 1 die 
grOsste in V4:S^ — 1 enthaltene ganze Zahl ist: 



und daher 
(38.) ,,(., ») = ®(^+.) - 2 ([!^^ + [!^] +...+ [^] ) 

Die Formen des Complexes S2Sy in denen a und c beide gerade 
und bezüglich ss 2a', 2c' sind, erhält man ausschliesslich aus den Zer- 
fällungen der Zahlen . 

und findet die Anzahl derselben 

*) üeber die Bestimmong der mittleren Werthe in der Zahlentheorie, Ab- 
hondlangen der Berliner Akademie, Jahrgang 1849. 



k 
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oder 



«•+«, 



Die Anzahl derjenigen unter diesen Formen, in denen 2a' <? 2^ oder 
€^ ^ s i^tf ist ähnlich wie oben 

= ^ cm) -^ m + • • • + [^'j.'- ^ cm + [^] 

die Anzahl derjenigen Formen (2€^y — s, 2c^), in welchen a' = # ist^ 

endlich die Anzahl derjenigen Formen (20^, — Sj 2(/), in welchen al =sd 
iA% mit Ausnahme der Form (2#, — Sj 2 s) 

= [i'^] - •• 

Die Anzahl der aus den m £1$ vorkommenden Formen mit geraden 
äusseren Goei&cienten auszuscheidenden Formen ist demnach 



• • • 



Hiernach wird 



t • ■ 



und da nach (82.) (auch f&r ^ = 1) 
bt| so findet man einfacher 
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Soll ^(*, x) oder /(*, ä) für gegebene Werfche von s und x wirklich 

berechnet werden, so ist es vortheilhaft, auf ©(**-+-«) und ©f^-i^) die 
Formel (32.) anzuwenden. Man erhält auf diese Weise 

y^s, X) = 2'^[^] - [^] + 4*» - 2* + 1 _[j/?+i]«, 
Da 



2«— 1 '2« ° -48»» 

und bis auf einen Fehler von der Ordnung Vx 

©(«» H- «) = («» 4- arXlog (ä» -f- x) 4- 2 @ — 1) 

ist, wo @ die i?u/ersche Constante vorstellt und Ä die Einheit nicht fibei> 

steigt, so findet man bis auf Grössen derselben Ordnung 

t^(0, xy=ix (loga: 4-26—1) 

y,(s, x) = (s*-hx) log (^) 4- 3*« — X - i(^^^. 

Hiemach wird nach einer bekannten Formel, bis auf einen Fehler 
von der Ordnung x 

V- V- 

i, y,(s, X) =/(> + X) log(^) ds + i(l4-x) log (Hf ) ^ f yf, 

l/iL • l/£ 



\ VKs, x) =fy 4- X) log(^^) d* + a;loga; — - }/y. 
Durch partielle Integration ergiebt sich aber 
/(,' 4- X) log -^ds = (i.» 4- sx) log^-^) 4- y Z;^ 



(f^ 



(i «» 4- sx) log (^^) 4- -y 4- y « |/« arctg-, 
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Es ist daher bis auf Grössen von der Ordnung x 






2« . 
- 9**- 


Ebenso findet man 







— 18*^* 


Nach (26) kann also 




Fx Z' 
6 


x^-^^x 



gesetzt werden, wo ^ beständig unter einer angebbaren Grenze bleibt. 

Die Function fx lasst sich durch Fx ausdrücken, wenn man in (25.) 

statt X der Reihe nacb x^ — , 779 * * ^ setzt und sodann die Gleichungen 

Fx =/X +/g' +/^ -h/"- -h/^ 

pf_ fJÜ -4- /— 

6*~ -'s» 



#. • • 



nach fx auflöst. Zu diesem Ende hat man nur nöthig, dieselben der Reihe 
nach mit ^1, /x3, ^5, • • • zu multipliciren, wo fin die in 1 festgesetzte Be- 
deutung hat, und hierauf zu addiren. 

Auf diese Weise ergiebt sich auf alle ungeraden Zahlen / von 1 
bis X bezogen 



Da nun 



gefunden worden ist, so wird 



fx = S^,fFyi. 



jyJO 71 jfi ^W 
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und bis auf einen Fehler von der Ordnung x 



•' 6 , /» 



f^(i-sXi-ÄXi-^X'-ir.) 



Wird nun der Werth der Reihe 

,1 1 1 



• in inf • 



mit S^ bezeichnet, so ist 

1 1 1 



S 



^ — 1 1 1 

1 — L 1 L 1 — 1 

2» 3» 5» 



8 



7S, 



und daher 



•^^"-äii;^ 



Es ist also der gesuchte asymptotische Ausdruck 



|-.^(~n)=/G=r^ö». 



21fif, 
FOr die mittlere Classenzahl in der Nähe von würde man also 

den Ausdruck - finden. Dieser Ausdruck unterscheidet sieh von dem* 

jenigen, welchen Gauss im 301. Artikel der Disquisitiones arithmeticae 
giebt, nur um die Constante d^ welche indessen an einem andern Orte 
(Gauss Werke Bd. II. S. 284) wieder fortgelassen worden ist. 

5. 
Es sei in der Theorie der complexen Zahlen von der Form a + öt 
iffm die Anzahl derjenigen Zahlen eines vollständigen Restsystems f&r den 
Modul m^ welche mit m keinen gemeinschaftlichen Factor haben, und £1 G 
der Inbegriff sämmtlicher ganzen complexen Zahlen mit Ausnahme der 
Null, deren Normen ^ G sind; es soU der asymptotische Ausdruck der über 

alle Glieder von i2 6^ zu erstreckenden Summe Zq>m bestimmt werden. 

41* 
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Eü »i um e-lne ä«r»t too m abhfiniriire Zahl dass 1^ um = ist 
wenn m qua^iratisclie complexe Theiler (ausser + 1) zul&sst, 2^. ^m = 1 
iK* Trenn w = L, L — 1, — i' oder mos einer geraden Anzahl verschiedener 
eomplezer Pnm&ctiitren zo^ammengesetzt ist, und 3^ ,um = — 1 ist, wenn 
m aus einer ungeraden Anzahl verschiedener complexer Primfactoren be« 
stehe Ist m in seine complexen Primfactoren zerlegt = i^ a' h^ * • •, so hat 
man bekanntlich*/ 

WO das Summenzeichen auf alle primären complexen Theiler T von m zu 
beziehen ist. Als primär gelte eine complexe ungerade Zahl dann, wenn 
dieselbe ^ 1 (mod. 2+2 1 ), eine complexe gerade Zahl hingegen dann^ 
wenn dieselbe von der Form m'(l -f- i)' und fri eine primäre ungerade 

Zahl ist. 

In der Gleichung (35.) werde statt m nach und nach jede Zahl aus 
Q G gesetzt und hierauf die Summe aller dieser Gleichungen gebildet. Um 
das Resultat abersichtUch zu ordnen, ziehe man alle mit dem irgend einer 
bestimmten primären Zahl n aus 12 G entffprechenden Factor /in behafteten 
Bestandtheile in ein Glied zusammen. Da die Gleichungen, in denen ein 

Glied von der Form um S — vorkommt, denjenigen Zahlen m ent- 

H>Kclien« welche complexe ViefaSiche von n sind und daher durch Multi- 

G 
plicalion sämmtlicher Zahlen aus i3^"y" » n^i^ ^ entstehen, so ist das ge- 

auchw iilwd = ^^> w^ und man hat 

.56."» ^^ <f m = ^un 2i: y m, 
wv^ \)m äiw«» $tt»»«««chen sich auf alle primären Zahlen von £2G 

^^ tVn^AJM^ IWcWxckt#4t sor ks fcNnaes quadratiqoes ä coSfficients et a in- 
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Es handelt sich jetzt zunächst um die näherungsweise Bestimmung 

m 

einer Summe von der Form 2Nm. 

Da eine reelle positive ganze Zahl s so oft als Norm einer ganzen 
complexen Zahl auftreten kann, als die Ober alle ungeraden (reellen) Theiler 
d von 8 zu erstreckende Summe 4-5'( — l)*<««-i> beträgt^ so hat man 

SNm = ^k,s -iX— 1)^^^"'^ 
und nach Umkehrung der Reihenfolge der Summationen 

wo / alle ungeraden Zahlen von 1 bis x zu durchlaufen hat und die Summe 
sämmtlicher unter x liegender Vielfachen der Zahl / zur Abkürzung mit 

— = — — Tf und die 

Summe derjenigen Glieder der Reihe 

1, —3, 5, —7, 9, — 11, ... , 
deren Zahlenwerth nicht grösser als y ist^ = Fy^ so lässt sich die Summe 

-S'( — 1 )*^"'^^(/, x) in folgender Weise zerlegen, 

i(_l)K/-.)(y; X) = i(— !)«/-»)(/, x)-^Fx-Fj^ Z(F^ - Fj) 

= i(— 1)«^-«(/, x)-^-Fx-h '2F^-\ h IF~ — HQ -f- 1) Fl, 

und da 

C/-)=Ai-^ + - + [7]) = 4/([flV[^]) 



-*7 + (i- 

J 


-rj)x — ir/l 


-rf)f. 


so hat man 

SNm = 
wo 


1 / 


-\-% 




1 


r,) 2 i( l)«>'-'>rXl 

1 


-h ^(Fx H- 2F~ -+- 


•••-hii'y)- 


21(1 -{-V) Fl 



¥ 
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ist. Es ist aber ohne Rficksicht auf das Zeichen 

0DJr_iw/-i) „ 

i-i-i / 



4iFx -hF"^^ ) < 2|l + « ^ 2(1 -f. ^) 

f)} 





H h /(iH- 




< 2 Ä» H- « 4- V« 


-»•/)/ 


<^l 2 ) 


25 

— X - 
8 


^:v*+;. 


— «* H- 
2 ^ 


.^a;« 



1 

und daher 

(870 gfi<5fl:» 

Man kann demnach 

1 
setzen, wo der Zahlenwerth von ^ nach (37.) nie eine gewisse angebbare 

Gonstante ^^ Obersteigen kann. Wird dieser Ausdruck in die Gleichung 

(86.) eingesetzt, so l&sst sich das Resultat auf die Form 



bringen, worin es nur noch einer Vereinfachung der einzelnen Glieder 
bedarf. 

Da allgemein, wenn n, n! zwei zu einander theilerfremde complexe 
Zahlen bedeuten, un - fin!'^= fxnn' ist, so*hat man fiber alle complexen 
len 9, 1 + 1 mit inbegriffen, erstreckt 



f^='^('+^)="('-w)- 

Scheidet man in diesem Producte die eingliedrigen Primzahlen von den 
zweigliedrigen und bezeichnet allgemein mit p jede ungerade reelle Prim- 
zahl, mit p jede reelle Primzahl von der Form 4A + I9 mit q jede Prim* 
zahl von der Form 4 A + 3 und mit S den Werth der Reihe 



1— — -4- — — — -+-— — 

3> 5* 7> 9« * ' *' 



so ergiebt sich durch leichte Umgestaltungeil 



wo 



worin 
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«(v-i^)=(>-?)"(v-^)*^0-?) 

6 



in»' 

Femer ist ohne Rücksicht auf das Zeichen 






x^(Ei\Nn^ i^\a\Nn 



um» 

% J_ « (-l)H/-i) 

l+S . s 



00 1 



G ' 0*' 
Der gesuchte asymptotische Ausdruck bt sonach 

Die Zahl 8 ISsst sich bequem mittelst der Formel 
« « 1 — gi 4- 5; - ^ H- ^ - ^( 5, — 1 — ^) - ^fii — 1 -^ -) 



Ä(^-l-^) 



• * 






berechneil und lautet auf 10 Decimalstellen genau 

8 = 0- 9159655941. 
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6. 

Es bezeichne £m die Anzahl aller Theiler der ganzen complexen 
Zahl m von der Form a -+- b%; es soll der asymptotische Ausdruck der 
über alle Zahlen des Complexes £2 G, welcher die nämliche Bedeutung wie 
in dem vorhergehenden Abschnitte hat, auszudehnenden Summe JS%m be- 
stimmt werden. 

Ist m eine bestimmte Zahl aus i2 G und stellen ky kf^ . . . alle Zahlen 

i;^) vor, so kommt in den Gliedern 

%kmy %K7ny . • . 
der Summe 2%m je eine dem Theiler m entsprechende Einheit vor. Durch 
Zusammenfeissung dieser Einheiten erhält man, wenn allgemein die Anzahl 
der Glieder des Complexes £lx mit ^x bezeichnet wird, über alle Zahlen 
m aus £IG erstreckt 

Es sei femer g die grOsste in VG enthaltene ganze Zahl und es 
werde unter 2fm die Summe der sämmtlichen ganzen complexen Zahlen, 
deren Norm zwbchen A und B mit Einschluss beider Grenzen liegt, ent- 
sprechenden Ausdrücke /m verstanden. Zerlegt man die Summe ^ Slf^^), 
wie folgt 

so lässt sich die zweite dieser Theilsummen umgestalten, wenn man zu« 
nächst alle diejenigen Glieder zusammenfasst, in welchen m die Bedin* 
gungen 

1 :^ T^ < 2 oder ^<Nm^G 

Nm 2 

31 G^ — Sl — ). Hierauf ver- 
einige man diejenigen Glieder, in welchen 

" S oder ? <: i^m Ä f 






und deren Samme = 21 2(91 -r- — 31 -r-) ist. Auf diese Weise fahre man 
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fort und bilde zuletzt aus allen Gliedern, in welchen 

-rr- oder g < Nm ^ — 
Ism ff 



G 



ist, die Summe Sl^(^jl — — ^5^}- Es wird also hiernach 

Isi -5^ = 21 1(21 G — 21 f-^ + 2l2f2t | — Sl -~) 

21^(81 1_ 21 i,) 
2ii2((?H-(2l2 — 2ll)2lf 



und nach (38.) 



i 31 •— — (a o)> 



(89.) :^m = 252t^-(2ll/(?)». 



Für 2(x hat man den Ausdruck 

21a; = TT« -h CV«, 
worin der Zahlenwerth von C nie eine gewisse angebbare Constante C^ 
übersteigen kann. Wird dieser Ausdruck in (39.) eingesetzt, so or- 
giebt sich 

VQ 1 

(40.) :E%m = 271 G^:-^ — n^G ^- 9t, 



und da 



31 = 2j/gS,7^ — 277 CG* — OVG, 



V- -:^ < 4 C ^ - ^(—1)«--« 

, »^r— iw~i)/ 1 1 \ 



4(?>(1 + 1h h-^ 



ist^ so wird JR von der Ordnung & sein. 
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Es handelt sich demnach nur noch um die Bestimmang einer Somme 

* 1 

Ton der Form JS -tt-- Zu diesem Ende bezeichne l die grösste in Vz ent- 
haltene ganze Zahl und Fy die Summe der Glieder der Reihe 

1, —hh-h- 
deren Nenner nicht grösser als y sind. Macht man wieder von dem Aas- 
drucke f&r die Anzahl der Darstellungen einer ganzen positiven Zahl s 
durch die Form ^ H- y' Gebrauch, so erh&It man 

WO / alle ungeraden Zahlen von 1 bis o: zu durchlaufen hat und zur Ab- 
ktirzung 

l + iH hrj|=(/,a:) 

gesetzt worden isL Es ist aber 






^ '^"" (/. I) -t- F* - F| 

(1 + 4 + . . . + 1) (fi. _ «) 
f-=^(/, X) + Fx + iFf 
T ^f - 



(n- i H — i-j) n 



und da 



wo die Zahlenwerthe von A, X\ k" die Einheit nicht fibersteigen, so wird 
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IfcSpc/; «) = f=f^ Oogf + e) + (f - FOttiog«+ 6) + « 

und ohne Rücksicht auf das Zeichen 

Andrerseits ist, wenn n eine grosse Zahl bezeichnet, 
^0=1^ (jog £, _H @) = i (i'. -/?(,- 1)) (log f -h (5) 



fl Oog -^ + e) + Fn Oog J^-<- 6) 
£f,log(n-i) 



H-l ^ s 



i^'(iog-q:^+@)-i-7aog^+@) 



TT * 
1-M 



--sOogC^+O — log^) 



+ (f»-7)(iog^^+e) + i + f 

und daher fClr n = oo 

,J^-f-Gog 7 -4- @) = (j - -FO (log^ + 6) -+- - -+- 7- 
Man hat demnach 

Ifc^a. -) = Itif^Oog f + e) + r, 

WO 

r = SR' ^- (^ — JPO log — -+- - + - 

4+log2 J[_ 

ist. Setzt man also 

log 3 logS , log? log^ , ... _gjj 
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80 wird bis auf einen Fehler von der Ordnung — 

Mit Hülfe dieses Ausdruckes findet man aus (40.) 

(41.) -TSTm = 71* ö(log G -h 26 4- ^ — 1) 4- ./, 

wo J von der Ordnung ö^ ist 

Wftre die Bedingung vorgeschrieben, dass bei der Zählung nur pri- 
DQLäre Theiler berücksichtigt werden sollen, so würde der Ausdruck (41,) 
durch 4 zu dividiren sein. 

7. 

Es sei die Anzahl derjenigen TheUer einer ganzen complexen Zahl 
m von der Form a -+- fit, welche durch kein Quadrat ausser + 1 theilbar 
sind, s= tpfn; man soll den asymptotischen Ausdruck der über alle Zahlen 
von i2 G auszudehnenden Summe 2:\fjm bestimmen. 

Bildet man unter Beibehaltung aller Bezeichnuilgen der vorher- 
gehenden zwei Abschnitte die über alle primäi*en Theiler d einer gegebenen 
ganzen complexen Zahl n zu erstreckende Summe 2! ud^ so ist dieselbe 
immer = 0, ausgenommen wenn n = t ^ ist. Enthält nämlich n wenigstens 
eine primäre complexe Primzahl q als Factor und man setzt n == ^n\ wo 
v! nicht mehr durch q theilbar ist, so erhält man alle primären Theiler 
von n, wenn jeder primäre Theiler d von <f mit jedem primären Theiler 
(Y von n' multiplicirt wird, und da überdies ud(f ^=^ fid fiif ist, so 
hat man 



Es ist aber 



und somit 



Sfid = 1 -H li j = 1 — 1 == 



2u d^=0. 
Ist hingegen n =s t ^, so besitzt n nur den einen primären Theiler 1 und 
es wird 

Sud s=: ul = 1. 
Dies vorausgeschickt, sei T irgend ein bestimmter Theiler der Zahl 
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m und & das grösste in demselben aufgehende Quadrat, Bezieht man das 
Summenzeichen auf alle primären Theiler d von Q, so ist allgemein 

a^T=^2fid. 
Diese Gleichung werde in Bezug auf alle Theiler T der Zahl m summirt 
Es ist dann einerseil:^ 

und andrerseits kommt der einem bestimmten quadratischen Theiler d? von 

m entsprechende Factor ad genau so oft vor, als die Zahl — Theiler be- 

m 



sitzt, d. h. 5tf — ) mal. Man hat daher 



m 



(42.) ipm^S^dZ-. 

Wird die Gleichung (42.) für jede Zahl m aus £1G gebildet und 
hierauf die Summe aller so erhaltenen Gleichungen genommen, so ergiebt 
sich durch Zusammenziehung der mit dem nämlichen Factor an behafte- 
ten Glieder 

1 
die äussere Summation umfasst hierin alle primären Zahlen aus SiVG. 

Nach (41.) kann 

gesetzt werden, wo der absolute Werth von ^ beständig unter einer an- 
gebbaren Grenze ^^ bleibt. Mit Hfllfe dieses Ausdruckes wird 

-2-^m = 7i»G 1-^ (log G — 21ogiV^« + 26 + ?|^ — l)+ J, 

wo 

und g =: [yCr] ist. Durch eine genauere Untersuchung findet man leicht» 
dass J von der Ordnung G^ ist. Erwägt man femer, dass, wofern 
a :> 1 ist, 

oder 
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1 ««7 ß i(Nny 

ist, so erhält man durch logarithmische Differentiation dieser Gleichung 
nach a 

- i_*— -j- ^ ■ A. _L ^ ^-^^)' 

00 i * oo(_i)K/-i) "t" 00 ^n 



^- 



1 



J* 1 /» 1 (Nny 



und für a 
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hierin ist 



log2 lo£8 lo£4 
2^ 8* 4' 



!R 



1 1.1 1.1 

8* ~ 5* 7» ~ 9* 
logJ,_ log 5 log? _ log9 
8> 5* "^ 7« 9' "^ 



Der gesuchte asymptotische Ausdruck lautet demnach bis auf einen 
Fehler von der Ordnung 6* 

2tf;m = - ö(log (? + — _ — + 26 + — -1). 

8. 

Es seien kj l zwei gegebene compleze Zahlen ohne gemeinschaft- 
lichen Factor, von denen überdies die erste primär ist; es soll der asymp- 
totische Ausdruck der Summe der reciproken Normen aller ungeraden com- 
plexen in der Form A:f + / enthaltenen Primzahlen, deren Norm die ge- 
gebene Grenze O nicht fibersteigt, bestimmt werden. 

Da es zur Lösung dieser Aufgabe hinreicht, die Sunmie der reci- 
proken Normen aller primären ungeraden complexen Primzahlen zu kennen, 
welche in je einer der vier Formen kt + /, kt — i7, kt — /, ife/ + il ent- 
halten und deren Normen nicht grösser als O sind, so kann man sich auf 
den Fall beschränken, wo nur die primären durch die Form A:^ + / aus- 
drückbaren complexen Primzahlen berücksichtigt werden. 

Femer kann, ohne die Allgemeinheit aufzugeben, vorausgesetzt wer- 
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den, dass / eine ungerade primäre Zahl und k wenigstens durch die dritte 
Potenz von (1+0 theilbar ist. 

Ist nämlich k ungerade, so lässt sich immer eine ungerade primäre 
Zahl t derart bestimmen, dass t ^ l (mod Ic) ist; da überdies der Ausdruck 
kt -^^ t nur dann eine ungerade primäre Zahl darstellen kann, wenn t durch 
(1 -f- 1)' theilbar ist, so ist es klar, dass die Linearform kt -{- l durch 
(1 + %)*kt -f- V ersetzt werden kann, ohne an den Bedingungen der Auf- 
gabe etwas zu ändern. 

Ist A: = (1 -{- i)1(! und U ungerade-primär, so mäM l ungerade 
dein, und die durch die Form kt -^^ l darstellbaren primären Zlihlen*&llen 
mit den durch die Form (1 -f- 0'^' H* ^ ausdrückbaren zusammen, wo f =» Z 
(mod A) und primär ist. 

Ist A; = (1 -f- 0'^ ^^^ ^ ungerade, so kann der Ausdruck kt -{- 1 
nur dann ungerade primäre Zahlen enthalten, wenn / ss 1 oder — 1 
(mod (1 -f- %f) ist; im ersten Falle lässt sich die Form ürf + / durch 
(t + {fü + /, im zweiten durch (1 + 0* Kt +7 + 2*^ ersetzen. 

Ist endlich A: = (1 -}- i)^}! und 9^8, so muss / primär sein, wenn 
überhaupt der Ausdruck kt -^ l ungerade primäre complexe Zahlen dar- 
zusteUen fthig sein soll. 

Zur Isolirung der primären complexen Primzahlen von der Form 
Art -f- ' dienen die Mittel, welche Dirichlet in dem Beweise des Satzes, dass 
die Linearform A: ^ -f- 1 unendlich viele complexe Primzahlen auszudrücken 
fähig ist, gegeben hat*). 

Zunächst ist für jede zu A; theilerfiremde complexe Zahl n ein System 
von Indices in Bezug auf den Modul k zu definiren. 

Ent|}ält k die yte Potenz einer zweigliedrigen complexen Primzahl 
a -{- 61 als Factor, so lege man eine bestimmte primitive Wurzel afür den 
Modul (a -f" ^^y 2u Grunde, und der Exponent a«, welcher der Congruenz 
n ^ a-- (mod (a + 6i)0 genügt und <: {p? + 6»/-^ (a* + 6* — 1) ist, 
heisse der Index von n für den Modul (a -|- ht/. Dasselbe gilt von jeder 
anderen in A: ansehenden zweigliedrigen Primzahl. 

Enthält ib die ^te Potenz einer eingliedrigen complexen Primzahl r 



^) Abfaandlangen der Berliner Akademie aas dem Jahre 1841. 
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als Factor, so hat man zwei Zahlen B, c zu suchen, welche bezüglich zu 
den Exponenten (t^ — l)r^~^ und r^-^ nach dem Modul r» gehören. Der 
Ausdruck b^ c^ stellt dann, wenn ß alle Werthe der Reihe 0, 1, • • • 
r'^'^(y — 1) — 1 und y alle Werthe der Reihe 0, 1, • • • r^^* — 1 annimmt, sämmt^ 
liehe zu r theilerfremde Zahlen eines vollständigen Restausschusses für den 
Modul r^ dar. Die Exponenten ß^ y^ welche der Congruenz b**« c*''« =sr n 
(mod r^) genügen und bezüglich kleiner als (r^ — 1) r'"* und r'"* sind, 
heissen die Indices von n in Bezug auf den Modul r^. Dasselbe gilt von 
jeder anderen in k ansehenden eingliedrigen Primzahl. 

Ist ifc == (1 + 0^^ "^d k! ungerade, so braucht die Zahl 1 + t als 
Modul gar nicht berücksichtigt zu werden. Ist hingegen A = (1 -}- 0^^ 
und (> >> 3, so sind zwei Fälle zu unterscheiden, je nachdem g ungerade 
oder gerade ist. 

Ä) Ist (; ungerade und =2ä-}-1, wo A^2 vorausgesetzt wird, 
so stellt der Ausdruck (—1 + 2 ij 5' alle 2**"' ungeraden primären Zahlen 
eines vollständigen Restausschusses für den Modul (1 -f- 1)**"*"^ dar, wenn d 
und e unabhängig von einander alle Werthe 0, 1, • • • 2*~* — 1 durchlaufen. 
Die Exponenten d^ *«, welche der Congruenz ( — 1+2 1)*« 5'» -=s= n 
(mod (1 + t)**"*"*) genügen und < 2*"^ sind, heissen die Indices der pri- 
mären Zahl n für den Modul (1 + %f^^. 

ff) Ist (I gerade und = 2Ä, so müssen in dem Complexe der 
Zahlen, welche aus dem Ausdrucke ( — 1 + 2i)*5' dadurch hervorgehen, 
dass fQr 3 und f alle Verbindungen je zweier Zahlen der Reihe 
0, 1, • • • 2*"* — 1 genommen werden, und welche nach dem Modul 
(1 + t)'*"*"* alle verschieden sind, je zwei und nur zwei nach dem Modul 
(1 + i)** congruente Zahlen vorkommen. In der That ist, wenn «' ^^ 6 
(mod 2*"*) angenommen wird, 

5*' = 5- (mod 2* oder (1 + 0**) 
und daher auch 

(_ 1 4. 2tyb'' ^ (-. 1 + 2ty5\(mod (1 + 0'*). 

Es genügt daher e auf die Reihe 1 , • • • 2*** — 1 zu beschränken 
und (J alle Werthe der Reihe 0, 1, • • • 2*""^ — 1 zu ertheilen, um sämmt- 
liche ungerade primäre Zahlen eines vollständigen Restausschusses für den 
Modul (1 + t)^ aus dem Ausdrucke ( — 1 + 2 1*)* 5' abzuleiten. Die der 



A-.1 
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Congraenz ( — 1 + 2 1)'« 5'n =s n (mod (1 + i )**) genflgenden Exponenten 
im £m welche bezüglich kleiner als 2*'^ und 2^^ sind, sollen die Indices der 
ungeraden prim&ren Zahl n heissen. Es ist leicht zu sehen, dass die beiden 
Indices des Productes mn erhalten werden, wenn man die Summen 9^'\-d, 
fm -{- ^n bezüglich auf ihre kleinsten positiven Reste nach den Moduln 2 
2^^' zurfickführt, dass nach dem Modul (1 -f~ ^^ congruente Zahlen gleiche 
Indices besitzen und umgekehrt aus der Annahme J« =^ ^m «m = «n sich 
mmstn (mod (1 + 0**) ^rgiebt, 

Fasst man nun alle Indices a« • • • /?,, ;^«i> * - * ^m ^m zusammen, so bil- 
den dieselben ein vollst&ndiges System @. von Tndices der Zahl n in Bezug 
auf den Modul k und man hat symbolisch 

®„ + @. = ®^, ®..= ®« 
wenn n' as n (mod k) ; und umgekehrt, wenn @^ «= ®, ist, so muss n' smmn 
(mod ky sein. 

Es sind nun weiter, den verschiedenen complexen Primfactoren von k 
entsprechend, die binomischen Gleichungen 

und 

wenn jfe = (1 -f- t)**"*"^//, dagegen 



• •* 



CD 



•»-* 



» W = 1, 



wenn A; s= (1 -f 0^^ <^<^ ^ ungerade ist, zu bilden. Sollte k eine Art 
von complexen Primfactoren gar nicht enthalten, so sind die entsprechen- 
den Gleichungen fortzulassen; dasselbe gilt von den beiden letzten^ wenn 
ib durch keine höhere als die dritte Potenz von 14-^ theilbar ist 
Wird das Product 

mit c« bezeichnet und für solche Zahlen n, welche nicht zu k theileriremd 
sind, c« = definirt, so hat c« unter Beibehaltung der nämlichen Wurzein 
S ' ' ' ijy ^ * • • Ol, a>' die folgenden Eigenschaften : 

(43.) o« Cj^= c^^ c,^ == c^ 
wenn n! ^a^n (mod £), und über alle ungeraden primären Zahlen eines 
vollständigen Bestausschusses fOr den Modul k erstreckt: 

Jonrnal for Mttiieinalifc. Bd. LXXVII. H«ft 4. 4S 



Sfc Ar ▼iLKUL i - - - 1^ r — CS, o»' Ton 1 ver- 
«tiir iL^ :=: 1 fem. "V^xri iaasssxi dai Zcidken ^ auf stmiiit- 
«*g^iii TOnig r awr IKsaBm f ■ -r^^Z - *a^ oi bei miYeriiideriidbeai 






0« sccer SS 0. 



43 HUI 44.* Tia c;. folgt so^ich, djtts, 
aüt :ryy Mifx orniiJnsi MoigZexec ZmUen, deren Nonn 
hgzit j.u t. iitjL ALS r JET. TTTTF^ 3i TniBMriiiiii iuT TJmBrhen Wurzeln i — ^ 
Z ^ a. ^--:z: 2SKr -eyngiegg £ne vin I v^ersdiieden vormoagesetit 
TT. j£ae*ieaz2- ?»ninnt*- H.vs=: -^ jF'.tjm:: *¥v«£ ilkr fs ein Ansdraek von 

_•*•-«: wxz".^ «rr::i mbt uiaimäcne Mutttu ^nn C aie eine gewisse mngebbare 
. .-uädc^e- r" V.*i^rH%^^£i gyzo. In ier Tbar ist die Anzahl jder ungenden 
:rr'jx:MCHt Iji:iaii. ««^ciK^ ^a«r MtrOmmtea primAren Zahl n* nach dem 
^...cii . •jUkJ^jtf'i- i^^^^i ifif^sn ^nnen ^ x sind, durch die Formel 

i ^ A*2cr*u:js?ar. n wiMciner der Zahlenwertfa von B beständig 

«r*:^r .-^ss^r ^^e^n^^aL*^^ 7f*^J3ce 3^ Ueibc. Wird non diese Formel mit e^ 
•jx^^^^^K'tn jzM caini ii 3«&mc ^it aUe ungieraden primären Glieder eines yoU- 
><^L:«.:u:^t {e^«ua«Lir.;ä«^^ tüT ieu Modul i ^nmmirt. so ergebt sich wegen (44.) 

'«ii. Haue iie<«c> A anrucke« xoa /s lisst sich leicht darthun, dass 



^ . 



kV * 



^,.^ ^ ^ niQii^^umrti'i ^< uuf^raden prim&ren complexen Zahlen mit die 

^ • .^>r •)b«»r^&Hife&ce'' Norm vertritt, mit wachsendem x einem 

t^>^^i* .:.ts£5uiu*r MÄT^t« HWrra reicht es hin, für beide Summen die 

Vv »t ^»ii^^^ i^jrucCiL^c Werth« x" von x nachzuweisen, dass die Aende- 

w..^%itt. %^^ca^ iirf« NiStawtt durch ihre Erweiterung Ober x* hinaus bis 
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zu jedem gegebenen Werthe x* von x erfahren, in ihren reellen und imagi- 
nären Bestandtheilen eine Grenze von vorgeschriebener Kleinheit nicht zu 
erreichen vermögen. In der That ist, wenn zur Vereinfachung fQp a!^ und o/ 
ganze Zahlen angenommen werden , 

med -2^ IT < TT^ H- TT77 H" 26^ 2 {— — ,7==) 



3^ 







i. c» log Nn i f»—A»— 1 ) 1 

-T -^=-5* — = 2; — '^ ^ log 8 



_ /rOlogO-j-x") y yiog(t4- ^ _i_ 1 /i /log^_ log(*+l) v 

!+«• ■•" 1+«« X+,.'' ' » *+l / 

»«i 1 a^" < *• !2^^> + ;&. !5S^ H. ^. i (!2B _ !aö±üu, 

^V Kl+?i ^ *** li .t • 
Die Reihen 

%^ % On\og Nn 

T Nn' 1 Nn 

sind also in dem auseiuMidergesetzten Sinne convergent und zugleich ist 
ersichtlich, dass, wenn die Summe der ersten ass L gesetzt wird, 

(46.) k^^L + '-^ 

^ "^ 1 Nn |/x 

ist, wo der analytische Modul von vi die Einheit nicht übersteigt. 

Dies vorausgeschickt, denke man sich in jedem Grliede des Au»* 
druckes 

' CnlogNn 

T Nn 
den Logarithmus von Nn in die Logarithmen der Normen der primären 
complexen Primfactoren von n zerlegt und vereinige hierauf alle die- 
jenigen Bestandtheile, welche mit dem Logarithmus der Norm der nftm- 
lichen complexen Primzahl q als Factor behaftet sind, zu einem 6e- 
sammtgliede. Dieses Gesammtglied findet man nach leichter Ueber- 
legung gleich: 

4S* 
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M M 

CflogN q ^ Cn^ ^_ ylog A^y ^ Cm 



Nq '^ Nn ' Nq^ f Nn 



und da nach (46.) 






^' 



gesetzt werden kann, so nimmt dasselbe die Form 

Lc, log Nq 

Nq "^"^ 
an, wo 



VxNq ^ " ' VJ«r« ' Nq* 

Man hat daher 

die auf der rechten Seite angezeigte Summation betriffl; alle ungeraden 
primären complexen Primzahlen q mit die Grenze x nicht flbersteigender 
Norm und es ist, wenn p zur Bezeichnung aller ungeraden reellen Prim- 
zahlen dient» noch (18.) 

mod9l'<^"^'^-ß-f-f-64>«i:^«^, 

V' i vp i /<p— 

6^« (4 -h 5 -l^^). 

Da nach der bereits angezogenen Abhandlung von Dirichlet L nicht 

verschwinden kann, so schliesst man aus (47.), dass der analytische Modul 

der Summe 

' c^\ogNq 

i Nq 
nie eine gewisse angebbare Constante C flberschreiten kann, wie gross 
auch X sei. 

Wird diese Summe zur AhkUrzung mit Ox bezeichnet, so ist 



log^ ~ r^9* oaer_^.„ 
je nachdem s als Norm einer zweigliedrigen ungeraden primftren com- 
plexen Primzahl / -|- 1^^ oder einer eingliedrigen/ gedacht werden kann; 
filr jeden anderen von 1 verschiedenen positiven ganzzahligen Werlh 

von # ist 

Qe-ejs-l) ^ ^ 

logÄ 
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E8 ist demzufolge 

1-».^ Nq i-H»* log ^ 

ÖJ*> Öä/ Jf ^ / 1 1 



^ ^ es^G(i.^ 1) 



! ®^ Uff« wr*4.n) 



und 



log (1 +äO) ^ log (1+^) ^ i^.t Vlog « log(*+l) 



, ^ c. C C ^ ^ / 1 

mod J^ 



i+ir» • Mog # log («+!)/ 



i^^iSTy ^logO+djO) logCI+xO ,^^ Mog« log(«+l> 

2C 



log (l+*0' 



«^ c. 



Die« zeigt, dass die Reihe — -5;^ convergirt, wofern ihre Glieder der 

Grösse der Nenner nach geordnet werden, und dass, wenn der Summen- 
werth derselben mit SEß($ • • • ) bezeichnet wird , 

(48.) 1-^ = 2Br$ . . . ) H ^^^ 

ist. Diese Gleichung gilt für jede Wurzelverbindung ^ * * - rj^ 1^ - » - co, a/ 
mit alleiniger Ausnahme derjenigen, in welcher sämmtliche Wurzeln 
ssB 1 sind. 

Sind alle Wurzeln 5 • • • i?? ^ • • • w'? a>' = 1, so ist c, = 1 für alle 
primären complezen Primzahlen, welche nicht in k aufgehen, dagegen =s 0^ 
wenn q m k aufgeht. Bezeichnet daher a die Summe der reciproken 
Werthe der Normen der in k aufgehenden ungeraden primären Primzahlen 
(welche = sein wird, wenn k eine Potenz von 1 H- t ist) und allge- 
mein p, q bezüglich reelle Primzahlen von der Form 4t h -h 1, 4Ä H- 3, 
so hat man 






I 



Nq t Nq z p 1 ; 



a. 



00 1 
Es ist aber, wenn JS — = Q gesetzt wird, 

ü» 1 ^ A 



8 q^ 2V0 

z 9 ^ 



*) Mertens , ein Beitrag zur analytisohen Zahlentheorie , diese« Joomtli 
Band 78. 
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Werden diese Werthe in (49.) substituirt, so erhält man in dem 
Falle, wo alle Wurzeln !•••?/, ^ • • • co, vJ =z \ sind, 

(50.) l^ = «ÖH-e — Ä+il — 1 — a + QH-«, 

wo % eine Zahl von der Ordnung :; — - ist 

logG 

Die Gleichungen (48.), (50.) gestatten die Summe der reciproken 
Normen der in dem Ausdrucke kt -h l enthaltenen complexen Primzahlen 
mit die Grenze G nicht übersteigender Norm auszuscheiden. Zu diesem 

1 4^ 

Ende reicht es hin, wenn m ^ -r (mod k) ist, die Gleichung (48.) mit — 

zu multipliciren , hierauf über alle Wurzelverbindungen I • • • ??, ^ • • • co, ai' 
in denen wenigstens eine Wurzel von 1 verschieden ist, zu sunimiren und 

zu dem Resultat die mit — multiplicirte Gleichung (50.) hinzuzufügen. Es 

fallen dann alle Primzahlen heraus mit Ausnahme derjenigen, welche die 
Bedingung 

mq = 1 (mod k) d. h. q ^=^ — ^ / (mod k) 



erfüllen oder in dem Ausdrucke kt -^ l enthalten sind, und man erb&lt 
bis auf einen Fehler von der Ordnung — — 

1 ^ = ^ (K ö -h e - Ä -t- il - i - a + Q + -Sc« aB(f , • . • )) . 
Erakau, im Januar 1874. 



lieber die Abbildung durch algebraische Functionen. 

(Von Herrn L. Fueht in Greifswald.) 



TT h* besch&ftigeii udb im Folgenden mit der Frage: Ist es mftglidi, 
eine ganze Ebene mit Ausschluss einer eine Fl&cbe nicht einschliessenden 
Linie vermittelst einer algebraischen Function auf die Flfiche eines Kreises 
eindeutig abzubilden ? — Zu dieser Frage, welche an sich der Untersuchung 
nicht unwerth erscheint, wird man unter anderen auf folgendem Wege hin- 
geleitet. In meiner Arbeit dieses Joum. Bd. 75 S. 177 ff. habe ich nach- 
gewiesen, dasB man durch die singullren Punkte einer Function einer com- 
plexen Variabein /(z) stets eine geschlossene sich selbst nicht schneidende 
Curve C, (Absonderungsschnitt) in der z- Ebene legen kann, von der Be- 
schaffenheit, dass fOr jeden der beiden dadurch gebildeten Bestandtheile 
der Ebene, G„ Ot, durchweg gültige Reihenentwickelungen sich angeben 
lassen. Der unendlich grosse Theil Ot ist nftmtich durch eine rationale 
Function auf die Fläche eines Kreises E abgebildet, durch dessen HOlfe 
die Reihenentwickelungen gefunden werden. In derselben Arbeit ist der 
Zusammenhang der beiden Functionszweige beim Uebergange über den Ab- 
sonderungBschnitt festgestellt — Gelange es nun, die endliche Flache G^ 
welche diese geschlossene Absonderungslinie bildet, auf Null zu reduciren 
so hatte man eine einzige in der ganzen Ebene mit Ausnahme einer eine 
'Flache nicht einschliessenden Linie gültige Reihenentwickelung Dieses fQhrt 
eben auf die oben aufgeworfene Frage. 

Das Resultat unserer Untersuchung ist aber, dass unter den alge- 
braischen Functionen die rationalen Functionen zweiten Grades allein eine 
ganze Ebene mit Ausschluss einer eine Flache nicht einschliessenden Linie 
auf die Flache eines Kreises eindeutig abzubilden vermögen. — Dieser Satz 
lasst eine Erweiterung zu, bei welcher an die Stelle des Kreises eine ge- 
schlossene einfach zusammenhangende Fl&nhe tritt, deren Begrenzung ge- 
wissen Voraussetzungen genügt 
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Aus demselben Satze, in Verbindung mit den Resultaten meiner oben 
citirten Arbeit ergiebt sieb demnach, dass auch das Zusammenziehen der 
Flftche Gt auf Null im Allgemeinen^ wenn die Function f(js) mehr als drei 
singulare Punkte besitzt, wenigstens vermittelst algebraischer Substitutionen 
nicht ausführbar ist, und nur geleistet werden kann, wenn zwischen den 
singulftren Punkten derartige Relationen erfüllt sind, dass eine Substitution 
zweiten Grades hinreicht, um die in meiner Arbeit vorgenommene Zerlegung 
der z*Ebene zu erreichen. 

1. 

Eine algebraische Function z von w^ durch welche die ganze ^-Ebene 
mit Ausschluss einer einen Fl&chentheil nicht einschliessenden Linie in der- 
selben auf einen bestimmten Flächentheil F der u;- Ebene eindeutig abge- 
bildet wird, hat die Eigenschaft, dass jedem w innerhalb der Flftche F nur 
ein einziger Werth z entspricht Es ist daher nothwendiger Weise z eine 
rationale Function von w. Die oben aufgestellte Aufgabe ist also mit der 
folgenden übereinstimmend: 

Die rationalen Functionen z von w zu finden ^ vermittelst deren 
die ganze z- Ebene mit Ausschluss einer eine Fläche nicht einschliessenden 
Linie auf einen Kreis in der w- Ebene eindeutig abgebildet werden kann. 

2. 
Es sei daher 

CO '-^) =-«:") 

eine rationale Function von u;, durch welche die ganze ^i^Ebene mit Aus- 
schluss einer eine Flftche nicht einsschliessenden Linie F auf die Flftche 
eines Ea*eises K in der ii;-Ebene eindeutig abgebildet wird. Wir setzen wie 
in meiner Arbeit (dieses Joum. Bd. 75 S. 178) 

(2.) tp(w,,w) = ——— =0, 

und bezeichnen wie dort (S. 180) die Curvenzweige 6', ©"•••, welche 
die Wurzeln Wi dieser Gleichung beschreiben, wfthrend w die Peripherie von K 
durchlftuft, als die mit dieser Peripherie zusammengehörigen Curvenzweige. 
Wir wollen hier in einige Erörterungen eintreten, welche zwar theil- 
weise für das Folgende nicht nöthig, aber für das Verstftndniss der hier 
betrachteten Abbildungsart nützlich sind: 



k 
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a) Aus der VorauBsetzung ergiebt sich: Jedem nicht auf F befind- 
lichen Punkte z entspricht ein und nur ein Punkt im Innern von K; und 
umgekehrt, jedem Punkte w entspricht nur ein Punkt z. 

Jedem Punkten auf P entsprechen Punkte auf der Peripherie vonÄ", und 
umgekehrt jedem Punkte w auf dieser Peripherie ein Punkt z auf F. 

b) Keine der Wurzeln der Gleichung: 

(3.) F'(w) = 0, 
vro F'(w) die Ableitung von F(w) bedeutet, liegt im Innern von K. Denn 
ISge eine solche Wurzel w\ welche dem Werthe z^s^ si zugehöre, im Innern 
von K^ so würden bekanntlich jedem dem Punkte s! hinl&nglich benach- 
barten Punkte z mindestens zwei dem Punkte %xl beliebig benachbarte 
Wurzeln w der Gleichung (1.) entsprechen, was nach a) nicht möglich ist. 

c) Keinem der Werthe z auf F entspricht ein Punkt w im Innern 
von K. Denn sei z =s^ ein beliebiger Punkt auf JT, so entspricht dem- 
selben der Voraussetzung gemäss a) ein Punkt w' auf der Peripherie von K. 
Entspräche demselben auch ein Punkt w" im Innern von K, so müsste 
die Gleichung (2.) fOr w = w' die Wurzel Wi = w" haben. Demnach ge- 
hörte auch zu jedem Werthe w im Innern von K und in der Nähe von w' 
eine Wurzel Wi in der Nähe von w'\ d. h. es entspräche nicht auf JT be- 
findlichen Punkten z mehr als eine Wurzel der Gleichung (1.) innerhalb Kj 
was nach a) nicht möglich ist. 

d) Aus dem Vorhergehenden ergiebt sich unmittelbar, dass kein 
Theil der Ourven 6', 6", • . sich im Innern von K befindet. Es liegen 
daher Oberhaupt von den Wurzeln Wi der Gleichung (2.) nur eine oder 
Jceine innerhalb K, je nachdem w ausserhalb K und nicht auf einer der 
Curven (5', ß", • • • , oder im Innern von K befindlich ist. 

e) Jedem Punkte w der Peripherie von K entspricht nur ein Punkt z 
auf J*, da z eine rationale Function von w ist. Dagegen entspricht jedem 
van den beiden Endpunkten von F verschiedenen Punkte z dieser Linie 
mehr als ein Punkt w auf der Peripherie van K. 

Da nämlich, wenn w von einem bestimmten Punkte Wq der Peri- 
pherie von K ausgehend auf derselben einen vollständigen Umlauf vollzieht, 
z vom entsprechenden Punkte ^o »uf F ausgehend, die ganze Curve F be- 
schreibend wieder zu Zq zurückkehrt, so muss hierbei jeder Punkt z min* 
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destens zweimal überschritten werden, also jedem nicht in einen der End- 
punkte von 7* fallenden Punkte z dieser Linie mehr als ein Punkt w auf 
der Peripherie von K zugehören. 

Die beiden Endpunkte von F sind Verzweigungspunkte der alge- 
braischen Function w von z Gl. (l.) 

f) Es sei X, ein beliebiger Punkt der Linie Z', für den nicht gleiche 
Wurzeln w. der Gleichung (^1.) auf der Peripherie von K liegen, und 
w\ w" zwei von einander verschiedene Punkte auf dieser Peripherie, welche 
z =^1C, zugehören, so entsprechen stetigen Verröckungen von ^ auf /' stetige 
Verrückungen von w' und w?" auf der Peripherie von K. 

Durch Differentiation der Gleichung (2.) ergiebt sich, wenn 

(4.) w ^=T €'^\ Wi = Tie"^** 
gesetzt wird: 

Der Voraussetzung nach wird die Gleichung (2.) befriedigt fittr w = w\ 

Wi = w'\ und es ist für dieselben zusammengehörigen Punkte gleichzeitig 

rfr =: und rfr, = 0. 

Bezeichnet man demnach den Werth von 

Ö0 Ott', ,.^ , „ 

— - w : — ^ Wi iOr to = w\ w^ = t«; 

mit i4, so erhält man aus Gleichung (5.) für die Verrückungen der 
zusammengehörigen Punkte w* und ti?" die Relation: 

(6.) dipx = — Ad(p. 

Diese Gleichung lehrt, dass A eine reale Grösse ist. Dieselbe ist auch 
wegen der über ^ gemachten Voraussetzung weder Null noch unendlich. 

Bewegt sich w von w^ aus nach einer beliebigen Richtung, so be- 
wegt, sich eine Wurzel w^ der Gleichung (2.). von w" ausgehend nach dem 
aus Gleichung (5.) sich ergebenden Gesetze: 

(7.) -^ + idip, = ~ A (-^ -h id(p), 

eine Gleichung, welche in die beiden folgenden zerftllt: 

(8.) dri = — Adr, 

(8a.) rf</}i = — Adcp 
(vergl. meine Arbeit dies. Journ. Bd. 75 S. 184). 
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Da nach d) keine der einem Punkte w im Iimern von K ent- 
sprechenden Wurzeln Wi der Gleichung (2.) im Innern von A* liegt, so 
muss rfr, > sein, wenn dr < 0, demnach ist nach Gleichung (8.) A positiv. 

Hieraus folgt aber wiederum nach derselben Gleichung dr^ < 0, 
wenn dr > 0, d. h., wenn w von w' ausgehend aus der Fläche K heraus- 
tritt, muss Wi von w" ausgehend in diese Fläche eintreten. 

g) Wir können jetzt beweisen, dass keinem Punkte ^ der Linie /' 
mehr als zwei Punkte w auf der Peripherie von K entsprechen. 

Gehörten nämlich zu ^ drei verschiedene Punkte w\ w'\ w"' auf der 
Peripherie von if, so mOsste nach f) jedem dem w' hinlänglich benach- 
barten Werthe w ausserhalb K eine Wurzel Wi der Gleichung (2.) in der 
Nähe von w" und eine Wurzel Wi in der Nähe von u;'", jede innerhalb K 
gelegen^ entsprechen, oder, was auf dasselbe hinauskommt, demselben Werthe 
von z in der Nähe von 'C mOsste mehr als ein Werth w innerhalb K zu- 
gehören, was nach a) und c) nicht möglich ist. 

Man kann auch beweisen, dass von den auf /* befindlichen Ver- 
zweigungspunkten der algebraischen Function w von z es die beiden End- 
punkte allein sind, f&r welche Werthe w auf der Peripherie von K zu den 
gleichen Wurzeln der Gleichung (l.) gehören. Allein fflr unseren Zweck 
genügt es zu wissen, dass Verzweigungspunkte Oberhaupt mir in endlicher 
Anzahl vorhanden sind. 

Wenn w die Peripherie von K beschreibt, so kann demnach gemäss 
dem eben festgestellten Satze kein noch so kleiner endlicher Tbeil der 
Linie F mehr als zweimal zurückgelegt werden. £s ergiebt sich also mit 
Bücksicht auf e) der Satz: 

Jedem von den beiden Endpunkten von F verschiedenen Punkte z dieser 
Linie entsprechen zwei und nur zwei Punkte w auf der Peripherie von K. 
Diese beiden Punkte fallen für jeden der Endpunkte in einen einzigen zur 

samimin» 

h) Aus dem Vorhergehenden folgte dass von den Corven ©', (S", • • • 
eine mit der Peripherie von K coincidirt, während von den übrigen kein 
Theil innerhalb K oder auf der Peripherie von K gelegen vtsL Daaa kein 
Theil derselben innerhalb K liegen kann, ist durch d) bewieaeo* Dsm aber 
audi kein Theil auf die Peripherie von K fiJkn kaon, cffBieU mA &$nm. 
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da88 80D8t im Widersprach zu dem Satze in g) Werthen von z auf F 
mehr als zwei Werthe vo auf der Peripherie von K entsprechen mflssten. 

Man kann zeigen , dass die Garven @^ @^, - • - , mit Ausschluss der- 
jenigen, welche mit der Peripherie von K zusammenfällt, diese Peripherie 
nirgends schneiden. Den Beweis dieses Satzes, welchen wir für unsem 
Zweck nicht brauchen, wollen wir jedoch hier unterdrücken. 

i) Aus dem Satze in g) ergiebt sich Folgendes: Bewegt sich der 
Punkt w auf der Peripherie von Z, so bewegt sich eine und nur eme 
Wurzel Wi der Gleichung (2.) auf derselben Peripherie. Vollendet vo Meinen 
llmlaufy so hat Wi ebenfalls einen vollständigen Umlauf vollzogen und um» 
gekehrt. Denn sonst würden mehr als zwei Punkte der Peripherie von K 
demselben Werthe z entsprechen mOssen. 

Aus Gleichung (6.) ergiebt sich, dass sich w und Wx in entgegen^ 
gesetzter Richtung auf der Peripherie von K bewegen. Sie müssen sich 
deshalb während eines vollständigen Umlaufes zweimal begegnen. Es wird 
daher während eines Umlaufes die halbe Differenz der Argumente von w 
und Wx alle Werthe zwischen Null und 2n und zwar jeden Werth nur 
einmal annehmen. 

3. 
Wir können den Mittelpunkt des Kreises K als Anfangspunkt der w 
betrachten. Ist nämlich m der zum Mittelpunkt gehörige complexe Werth, 
so würde die Substitution von t; für w — m eine rationale Function von t^ 
liefern, welche die j^-Ebene mit Ausschluss von F auf eine um den Anfang 
der V beschriebene Kreisfläche abbildete. 
Es sei 

w? H- • • • H- a^w^ 

u? H- • • • -h bnW\ 






Setzt man 



•0 ist 



Setzt mftn 



(2.) a, 


A- 


a^b, 


srs: 


Oik, 




7„ Uf) = 




• 


wy 


10,- 


— w 


*«0, 


1,- 


n, 


1 = 


= 0, 1, . 


' ' • n. 



(4.) w ms Re**, tc,=a Bei*'*, 
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BO ist 






Bezeichnen wir 
(6.) -^=-rf, -^ = VuÄ«*-=», -^^ = S., 



BO hat man: 



X i 



(7.) !?1=!L = S, . r^-i. 

Es geht demnach die Gleichung (2.) voriger Nummer für die 
Werthe (4.) über in 

kl 

l> k^ ife = 0, 1, • • • n, / = 0, 1, • • • n. 
Nach dem Satze in i) voriger Nummer genügt jedem realen Werthe 
von tp eine auf der Peripherie von K befindliche Wurzel t; dieser 
Gleichung. 

4. 
Ist der Orad n höher als der zweite^ so kann nicht die Wurzel v 
der Gleichung (A.) unabhängig sein von \p. 

Da nämlich nach No. 2, i) zu jeder Lage von w und Wx vrfihrend 
ihres Umlaufes auf '^er Peripherie von K nur ein bestimmter Weräi von yj 
gehört^ so würde aus der Unabhängigkeit des v von xp sich ergeben, dass 
V während des ganzen Umlaufes einen und denselben constanten Werth k 
hätte. Nun ist 

(1.) ww,=^ IPe^^^*^^ = v\ 
demnach wäre für den ganzen Umlauf 

(2.) wwi=i F. 
Es wäre danach längs dfr ganzen Peripherie von K 

(3.) F{w)^F{^y 

Da also F{v)) • -n~) längs dieser Peripherie den constanten Werth 

Eins hätte, so behielte dieser Quotient als rationale Function von %o nach 
einem bekannten Satze denselben Werth in der ganzen u;-Ebene, es wäre 
demnach die Gleichung (3.) .allgemein gültig. 
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Da mod k = R, so ist für Werthe w ausserhalb K der Modul von 

*» 

W| = - 

kleiner als /?. Sind daher m;/, w;/', • • • w^*~^^ die n — 1 zu einem im Innern 
von K gelegenen Punkte w gehörigen Wurzeln der Gleichung (2.) Nr. 2, 
welche nach Nr. 2, dV säirimilich ausserhalb K befindlich sind, 00 giebt es 
auch n — 1 zu deuiRelben Werthe w gehörige Wurzeln derselben Gleichung 

A' A"* A* . . 

—., --, - • • — /«"iv die innerhalb K liegen. 

Nach Nr, 2, d) ist dieses nur möglich, wenn n — l == I, also n = 2 

und — ; = w ist. Q. e. d. 

5. 

Es ergiebt sich aus einer bekannten Formel: 

S = 2^- ^ cos^"^ xp + Ax^ ji_a • cos*-' T^/ -4- • • • 

wo Ax^x^y, •••• numerische Grössen bedeuten. 

Ordnet man daher die Gleichimg (A.) nach Potenzen von coe 1^, 
so erh&lt man: 

(B.) //o -+- ^A(2 V cos xp) -4- Hi{2 1; cos vf)' H h H^4!2v cos y)—* = 0, 

wo Hi eine ganze rationale Function von v bedeutet der Gestalt: 

(2.) i/; = a,^,,oH H a,„^,., i;^- *- ^ 

worin wir nur die Coefficienten der nullten und der höchsten Potenz von v 
augegeben haben. 



(I-) { 



Setzt man in Gleichung (B.) — V — 1 für V —\ und bezeichnet die 

conjugirten Werthe der Coustanten a^ ^^ ^'t»» ^^^ erwägt, dass — der 

conjugirte Werth des complexen Werthes v auf der Peripherie von K ist, so 
Bf giebt sich die Gleichung: 

(B'.) H^ -h H;(2 V cos vO H- Ä.'(2 1; cos (/;)» H f- iC(2 vcob v)-* = 0, 

wo 

(2\) ir; = a; ,...., ä'<*-'-^) h v- «u,. iP* «*-"-*, 

worin wiederum nur der CoefiGicient der nullten und der höchsten Potenz 
von V angegeben ist. 

Eliminirt man zwischen den Gleichungen (B.) und (B'.) die Grösse 
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2v COS if/^ SO müssen in dem Resultate der Elimination für ?< >> 2 die ein- 
zelnen Coefiicienten von v verschwinden, da nach voriger Nummer t* nicht 
von i/> unabhängig sein kann. 

6. 

Wir behandeln zunächst einen besonderen Fall. Es sei nämlich 
erstens bo == 0, zweitens a^ = 0, und es wird drittens vorausgesetzt, dass 
von den Wurzeln der Gleichung 

(1.) Oo -h ÄjW^ -+-••• -hö,_i w* * = 
keine im Innern von K^ also sämmtliche auf der Peripherie von K und 
ausserhalb K befindlich sind. 

In diesem Falle sind 6, und ao von Null ver^^chieden, da sonst der 
Grad der rationalen Function F(id) nicht, wie wir voraussetzen, der nte 
wäre. Es ist ferner bi von Null verschieden. Denn sonst wäre n; = 
eine Wurzel der Gleichung (3.) Nr. 2, und es enthielte Im Widerspruch zu 
Nr. 2, b) die Fläche K in ihrem Mittelpunkte eine Wurzel dieser Gleichung. 

Da in diesem Falle dem Punkte 2 = oo der Punkt ?<; = im Innern 
von K entspricht, so liegen die Wurzeln der Gleichung: 

(2.) 6, Hr 6. i(? H h 6„ w;""* = 

ausserhalb Ä" (Nr. 2, c) und d)). 

Aus den beiden ersten Voraussetzungen ergiebt sich 

(3.) a^ = — ajk 6^ «w == — «o i*- 

Setzen wir den Coefiicienten von v^ in dem für diesen Fall gebil- 
deten Resultate der Elimination von 2v cos (// aus den beiden Gleichungen 
(B,) und (B'.) gleich Null, und dividiren die entstehende Gleichung durch 
<4ft'JÄ"^""^\ wo bj der conjugirte Werth von 6„ ist, so erhalten wir, wenn 
wir noch für die nach Euler und Bizout gebildete Eliminationsresultante 
zweier Gleichungen: 

in der Determinantenform die Bezeichnung einitihren 

[P(h />i, • • • p«1 
?ch qv ' qnj' 

^ ^^ La'mIP^'\ a;_,i?<-^ a'^Ä'<-^>,. • • a'J~ ' 

wo a!^ den conjugirten Werth von a< darstellt. 
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Die Resultante der Elimination von 49. zwischen der Gleichung (8. 
und der folgenden: 

(5.) a'^ir^--^> -h a',_, r«<-«) w H- a;.,r^-»> w;» H h « w^* = 

wird aus J erhalten, wenn in letzterer Determinante r f&r R gesetzt wird^ 
sie ist also, wenn man das Resultat dieser Substitution mit D beaeichnet: 

(6.) i) = 0- 

Dieser Gleichung genfigt nach Gleichung (4.) r := R. Demnach 
hätten die Gleichungen (2.) und (5.) für r s=s A jedenfalls eine Wurzel 
10 gemeinschaftlich. Bezeichnen wir den Modul derselben mit # und 
setzen in Gleichung (5.) r = i? und ftlr w den ihr mit Gleichung (2.) 

gemeinsamen Wurzelwerth, dessen conjugirter Werth — ist, und endlidi 

— y — 1 für K— 1, so erhalten wir: 

(7.) «0 -t- ai (— I IT -+- o, ^— I M>' H h <V-i (— ) uf^^ = 0. 

Da die Wurzeln der Gleichung (2.) ausserhalb K liegen, so ist: 

(80 s>R, 
demnach 

(9.) modA'M> = ^<Ä, 

deshalb sagt die Gleichung (7.) aus, dass die Gleichung (1.) eine Wurzel 

Wo = (—] w hätte, die innerhalb K gelegen ist. Dieses ist aber wegen der 

dritten Voraussetzung nicht möglich. 

Demnach ist unter den Voraussetzungen dieser Nummer die Ab^ 
hildung der ganzen z-Ebene mit Ausschluss der Linie F durdh die rationale 
Function z = F{tD) nicht möglich, wenn n > 2. 

7. 
Es sei nunmehr allgemein 

eine reducirte rationale Function vom nten Grade, d. h. eine solche, in 
welcher der Zähler oder der Nenner oder beide zugleich vom nten Grade 
sind. Es werde vorausgesetzt, dass durch dieselbe die ganze j9-Ebene mit 
Ausschluss einer eine Fläche nicht einschliessenden Linie F auf die um den 



Anfimg der w als lüfittelpunkt mit dem Radius & besduiebeoeu Kr^iaflftck^ 
JT eindeutig abgebildet werde. 

Es sei a ein Punkt auf der Peripherie von K^ ttXr deu 9 weder NuU 
noch unendlich, und 

gesetzt. Sind o. und i. die Coefficienten der höchsten Potenseu von w 
resp. im Zähler und Nenner von (1«)> 9o kann nicht ftbr jedes a auf deür 
Peripherie 

<»•) t— s 

sein, weil sonst die rationale Function F(jie) auf dieser Peripherie, also nach 
dmem bekannten Satze überall constant w&re. Es werde nun voraus- 
gesetzt, dass a-etn Funkt set^.^fur den die Gleichung (S,) nicht erfüllt iet 

Alsdann ist 

(4.) pN(%o)^qZ{w)^Zlw) 
eine ganze rationale Function vom nten Grade, welche ftü* u> «si a vei^ 
sdb windet. 

Die Ebene g, welche mit der ^-Ebene durch die Besiehung: 

(5.) 8-^i^'. 

in welcher r und s noch zu bestimmende Grössen sind, verbunden ist, 
wird mit Ausschluss einer eine Fläche nicht einschliossenden Linie Ob auf 
die Kreisfläche iT abgebildet durch die Substitution: 

wo 

(7.) N^{w)m^rN(w)-^MZ(:u)). 
Der Zähler Zx{w)y welcher för den Punkt a der Peripherie von K 
verschwindet, kann nur noch in einem anderen Punkte der Peripherie Null 
werden (Nr. 2,g)). Ist daher n > 2, so giebt es noch aui^sarhalb KQir. 2, c)) 
im Endlichen befindliche Punkte, für welche Zi(w) verbtii windet. Ein solcher 
sei y. Nun bestimme man r und 8 so, dass 



(8.) M(f) = 
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sei, WO y den conjugirten Werth von y darstellt. Durch die Substitution: 

WO 

(10.) /9 = ^ 

und Q und a unbestimmte von Null verschiedene Grössen sind, wird die 
Kreisfläche K auf die FIftche des um den Anfang der w als Mittelpunkt in 
der UhEbene beschriebenen Kreises M abgebildjBt. 
Es sei 

Z^(w) =:(w — y) n^aiW — Ai% 



(110 ' 



n-l 



N^(w) z=.(w — (i) njißtw — 5,), 
so wird durch die Substitution (9.) 

rthi^iß — A,) -h ii{yai — 4^)!»] 



(12.) 8 






% 1 



" XDn,[(f(ß,ß - B,) -+• o(ß,y - B,)xü] 

eine rationale Function von xOy welche den drei Voraussetzungen der vori- 
gen Nummer genügt. Es ist erstUch der Coefificient von to^ des Nenners 
Null, zweitens der Coefficient von to"~^ des Zählers Null, drittens entspricht 
dem Punkte 3 = der auf der Peripherie von .^ liegende Werth 

9 ß — ct 



n fi y' 



also kein Punkt innerhalb K (Nr. 2, c)). 

Da also aus der Abbildung der ^r-Ebene auf die Fläche K die der 
g-Ebene auf die Fläche ,^ (GL (13.)) f*^'^> ^^^ letztere aber nach voriger 
Nummer nicht möglich ist, so ergiebt sich der allgemeine Satz: 

Es ist nicht möglich^ durch eine rationale Function z von w höhe- 
ren als zweiten Grades die ganze z-Ebene mit Ausschluss einer eine 
Flache nicht einschlies senden Linie auf eine Kreisßache in der w- Ebene 
eindeutig abzubilden. 

8. 
Für n == 2 wird die Gleichung (2.) Nr. 2 nach Gleichung (3.) Nr. S: 

(1). «10 H- öjo(^i -+- ^) -+- a,iw;it£; = 0. 
Eine Abbildung der ^-Ebene mit Ausschluss der Linie /' auf die in 
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der tr-Ebene um den Anfang der w als Mittelpunkt niit dem Radius R be- 
schriebene Kreisflache K wird stattfinden, wenn durch die Gleichung (1.) 
das Innere des Kreises K auf das Aeussere desselben abgebildet wird. 

Es beschreibe w die Peripherie von K, so beschreibt Wi dieselbe 
Peripherie, wenn die Gleichung erfEÜlt ist: 

(2.) B' a'^ (hl — a\o<h, = ü. 

Dem Punkte to «= des Innern von K entspricht der Punkt 

M^l = — -*-, 

Demnach werden die Punkte Wi des Aeusseren von K den Punktep 
w im Innern von K entsprechen, wenn 

mod 

oder 



««0 



(3.) -aiL^>^. 

9. 

Ein zweiter Beweis unseres Satzes am Schlüsse der Nr. 7 konnte 
auf folgendem Wege geliefsn werden. 

Bringt man die Gleichung 

(1.) z = F{w) 
auf die Form 

(2.) (ao — Äo-^) H- («1 — biz)w H" (c^T — b^z)w^ H h(fln — M)<^" == 0, 

setzt in derselben: 

(3.) "-Ä-^^. 

und bezeichnet die dadurch entstehende Gleichung mit 

(4.) F(u)=0, 
so ist nach einem Satze, welchen ich in m^ner Arbeit d. J. Bd. 75 S. 1 88 
aus der Abhandlung des Herrn Hermite (extrait d'une lettre ä AT Barchardt 
d. J. Bd. 52 p. 45) hergeleitet, die Anzahl der Wurzeln dieser Gleichung 
in denen der Coef&cient von i negativ ist gleich der Anzahl der Wurzeln 
der Gleichung (2.), die innerhalb des mit dem Radius B um den Anfang 
der w beschriebenen Kxeises K liegen. 

46» 
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Es müsste demnach, wenn die ganze 2r-Ebene mit Ausschluss der 
Linie F auf die Kreisfläche K durch die Substitution (1 •) abzubilden wftre, 
für jeden nicht /' angehörigen Werth von z die Gleichung (4.) eine und 
nur eine Wurzel haben, in welcher der Coefficient von t negativ ist Die 
Entscheidung über die Anzahl der Wurzeln mit negativem Coefficienten 
von i der Gleichung (4.) ist aber, wie Herr Hermite (1. c.) lehrt> gleich der 
Anzahl der negativen Quadrate, welche auftreten, wenn eine gewisse quadra- 
tische Form 9 in eine Summe von Quadraten transformu*t wird. 

Ist z = X -h yi^ so sind die Coefficienten der Form % Formen 
höherer Ordnung der Variabein x und y. Ebenso die Coefficienten der 
Quadrate in der transformirten Form. Man hätte nun nachzuweisen, dass 
für n>2 diese letzteren Formen nicht so beschaffen sein können, duss für 
jeden Werth von x und y stets eine und nur eine derselben negativ sei. 

Wird umgekehrt unser Satz als bewiesen vorausgesetzt, so erg&ben 
sich aus der eben angedeuteten Untersuchung interessante Eigenschaften 
jener quadratischen Formen. 

Einen dritten Beweis unseres Satzes,^ welcher durch ZuhtÜfenahme 
der die algebraische Function w von z der Gleichung (1.) darstellenden 
BiemanhBdken Fläche, deren Construction unter Berücksichtigung der Sätze 
in Nr. 2 leicht auszuführen ist, geliefert werdien kann, behalten wir uns für 
eine andere Gelegenheit vor. 

Greif swald, im Februar 1874. 
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